
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
GLAVA 5 

 

DINAMIKA NA 
METERIJALNA TO^KA 



 5.1 

5. DINAMIKA NA MATERIJALNA TO^KA 
 

Vo dinamika na materijalna to~ka se izu~uva dvi`eweto na materijalna 
to~ka so kone~na masa, odnosno materijalna to~ka koje e model na materijalno 
telo ~ii dimenzii se zanemareni ili telo koe se dvi`i translatorno, pod 
dejstvo na sila.  

 
 

5.1 DIFERENCIJALNI  RAVENKI  NA  DVI@EWE NA  MATERIJALNA  TO^KA 
 

 Neka materijalna to~ka so masa m se dvi`i vo prostorot pod dejstvo na 
sila F

r
(Sl.5.1.1). Spored vtoriot zakon na Wutn vrskata pome\u silata  F

r
  i 

kinemati~kata karakteristika na dvi`eweto - zavrzuvaweto ar  e opredelena so 
ravenkata :  

amF rr
⋅=      (5.1.1) 

 Silata F
r

 mo`e da bide i rezultanta dobiena 
od sistem na sili nFFF

rrr
...,........., 21 , koi 

dejstvuvaat na podvi`nata to~ka, odnosno 
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. Ako zabrzuvaweto ar  se zameni 

so relacijata: 2
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=  i se zameni vo 

ravenkata (5.1.1) se dobiva diferencijalna 
ravenka na dvi`ewe vo vektorska forma t.e.  
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So  ravenkata  (5.1.2)  e  opredelena  vrskata  pome\u  silata  i  zakonot  na  

dvi`eweto ( )trr rr
=  na  to~kata  M (izrazen preku  vtoriot  izvod  po  vremeto). 

Vektorskata  ravenka  (5.1.2)  e  osnovna  ravenka  vo  dinamika  na  materijalna  
to~ka, nare~ena Wutnova ravenka. Istata pretstavuva diferencijalna ravenka 
od vtor red.  

Silite  koi dejstvuvaat vrz  materijalnata  to~ka  mo`at  da  bidat  
konstantni i  promenlivi  i  da  zavisat  od  vremeto  t , polo`bata rr  i 
brzinata V

r
.  

Vo  najop[t slu~aj koga silata  F
r

  zavisi istovremeno  od  trite  navedeni  
parametri  t, rr  i V

r
 se dobiva slednava diferencijalna  ravenka na dvi`ewe na  

materijalna  to~ka  vo  vektorska  forma: 
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 Ako  e  dvi`eweto  vo  Dekartov  koordinaten  sistem,  po  izvr[eno  
proektirawe  na  ravenkata  (5.1.3)  po  trite  ortogonalni  koordinatni  oski  se  
dobivaat  tri  skalarni  diferencijalni  ravenki:  
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     (5.1.4) 

 
 Pri  dvi`ewe  na  to~kata  vo  ramnina, na  primer  vo  ramninata  Oxy, trite  
diferencijalni  ravneki  se  sveduvaat  na  dve i  toa: 
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 Vo  slu~aj na  pravolinisko  dvi`ewe  po  edna  od  koordinatnite  oski, na  
primer  Ox, se  dobiva  slednava  diferencijalna  ravenka  
 

    ( )xxtFx
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xdm &,,2
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 Ako to~ka se dvi`i vo priroden koordinaten sistem vektorskata 
ravenka (5.1.2) se proektira po soodvetnite koordinatni oski i se dobiva 
sledniot sistem od skalarni ravenki: 
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odnosno: 
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 Ravenkite  (5.1.8) se nare~eni prirodni  ravenki  na  dvi`ewe. 



 5.3 

 So proekcija na vektorskata ravenkata (5.1.2) po trite koordinatni oski na 
cilindri~niot, odnosno polarno-cilindri~niot koordinaten sistem, se 
dobivaa sledniov sistem od skalarni ravenki na dvi`ewe: 
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     (5.1.9) 

 
 So zamena na komponetite na zabrzuvaweto vo ravenkite (5.1.9) se dobivaat 
slediteve diferencijalni ravenki: 
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                         (5.1.10) 

 
 Diferencijalnite ravenki na dvi`ewe na materijalna to~ka vo polaren 
koordinaten sistem se dadeni vo slednava forma: 
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   (5.1.11) 

 
  

Vo dinamikata na to~ka se re[avaat dve osnovni zada~i i toa: 

 Prva zada~a: Daden e  zakonot  na  dvi`eweto na materijalna  to~ka, a se 
bara silata koja dejstvuva. So diferencirawe, odnosno preku vtorite izvodi na 
zakonot na dvi`eweto se opredeluva i silata: 
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 Vtora zada~a: Dadena e silata F
r

, a se bara zakonot na dvi`eweto. 
Re[enieto se dobiva so dvojno integrirawe na diferencijalnite ravenki od 
vtor red. Za opredeluvawe na integracionite konstanti se koristat po~etnite 
uslovi na dvi`ewe, odnosno za: 0tt =  

kzjyixrr
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5.2 OP{TA  INTEGRACIJA  NA  DIFERENCIJALNITE RAVENKI  
 
 
 Se razgleduva vtorata zada~a vo dinamika na materijalna to~ka i se 
opredeluva op[tata integracija na diferencijalnite ravenki ako dvi`eweto e 
zadadeno vo dekartov kooordinaten sistem. 

Neka  materijalna  to~ka  so  masa  m  se  dvi`i  pod  dejstvo na sila koja e 
funkcija od vremeto t, mestopolo`bata rr  i  brzinata V

r
, odnosno  ( )VrtFF

rrrr
,,= . 

 Skalarnite Diferencijalnite  ravenki  na  dvi`ewe  se: 
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 Ravenkite (5.2.1), vo op[t slu~aj se sistem od tri diferencijalni ravenki 
od vtor red, so ~ija integracija se dobiva zakonot na dvi`eweto na to~kata. 

 So prva i vtora op[ta integracija se dobivaat, zakonot na brzinata: 
 

    

( )
( )
( )321

321

321

,,,,,,
,,,,,,
,,,,,,

CCCzyxtzz
CCCzyxtyy
CCCzyxtxx

&&

&&

&&

=
=
=

     (5.2.2) 

 
odnosno zakonot na dvi`eweto: 
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kade: C1, C2, C3, C4, C5 i C6 se neopredeleni integracioni konstanti koi se 
opredeluvaat od po~etnite uslovi na dvi`ewe (kinemati~ki uslovi) odnosno za 
po~etno vreme t = to e dadena polo`bata  kzjyixr
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ravenki vo forma: 
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 Od dadenite ravenki vo koi figuriraat po~etnite parametri 

0000000 ,,,,,, zyxzyxt &&& , se opredeluvaat nepoznatite konstanti C1, C2, C3, C4, C5, C6, 

odnosno: 
 

)6,5,4,3,2,1().........,,,,,,( 0000000 == izyxzyxtCC ii &&&    (5.2.5) 

 
 So zamena na integracionite konstanti vo ravenkite (5.2.3), zakonot na 
dvi`ewe se dobiva vo forma: 
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 Ako e dvi`eweto na to~kata M vo ramnina, zakonot na dvi`eweto se 
dobiva od slednite dve ravenki: 
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 Za pravolinisko dvi`ewe po naso~ena koordinatna oska h, op[tiot 
integral so koj e opredelen zakonot na pravoliniskoto dvi`ewe se dobiva od 
ravenkata: 
 
    ( )000 ,,, xxttxx &=       (5.2.8) 

 
 
Primer 1:  To~ka se dvi`i pod dejstvo na sila ( )jyixcrcF
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⋅+⋅−=⋅−= . Da se 
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se dobivaat dve  homogeni  ravenki  od  vtor  red  
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integralite  se  dobivaat  vo  forma: 
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Integracionite  konstanti  se  opredeluvaat  od  po~etnite  uslovi: 
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Definitivno  zakonot  na  dvi`ewe  na  to~kata M  e  vo  forma: 
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5.3 DINAMIKA  NA  PRAVOLINISKO  DVI@EWE 
 
 Dinami~ki uslov za  da  edna  materijalna  to~ka  se  dvi`i 
pravoliniski  po  naso~ena  oska  e  pravecot  na  silata  F

r
  koja  dejstvuva  vo  

po~etokot  0M  da  se  sovpadne  so  pravecot  na  po~etnata  brzina  0V
r

. 
 Neka e daden op[t slu~aj koga materijalna to~ka se dvi`i pravoliniski po 
koordinatnata  oska  Ox pod  dejstvo  na  sila  ( )xxtFxFx &,,= . Dvi`eweto go  

zapo~nuva vo  vreme  0tt = , od  polo`ba  0xx = so  po~etna  brzina  0xx && =  (Sl.5.3.1). 

 
 
 
 
 
 
    Sl. 5.3.1 
 
 Re[enieto  na  zadadenata  zada~a  se  sveduva  na  re[enieto  na  vtorata  
zada~a  vo  dinamikata. Dinami~kata  ravenka  na  naso~enoto  pravolinisko  
dvi`ewe  po  koordinatna  oska  Ox  se  dobiva  vo  forma: 
 
     ( )xxtFxxm &&& ,,=      (5.3.1) 

 
 So prvata integracija se osloboduva vtoriot izvod, a se dobiva nepoznata 
integraciona konstanta C1. Ravenkata se dobiva vo forma: 
 
     ( )1,, Cxtxx && =       (5.3.2) 

 
 Po izvr[enata vtora integracija se dobiva slednata ravenka: 
 
     ( )21,, CCtxx =      (5.3.3) 

 
 So koristewe na definiranite po~etni uslovi na dvi`ewe se dobivaat 
dve ravenki od koi se opredeluvaat nepoznatite integracioni konstanti: 
 

     
( )
( ) 0210

0100

,,
,,

xCCtx
xCxtx

=
= &&

     (5.3.4) 

 
 Po opredeluvaweto na C1 i C2, kade ( )00011 ,, xxtCC &=  i ( )00022 ,, xxtCC &= , i so 

zamena vo ravenkata (5.3.3) se dobiva zakonot na pravoliniskoto dvi`ewe: 
 
     ( )000 ,,, xxttxx &=      (5.3.5) 

 
 Od iznesenoto mo`e da se konstatira deka zakonot na pravoliniskoto 
dvi`ewe zavisi i od po~etnite uslovi na dvi`ewe. 
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 Vo narednite primeri se razgleduvaat op[tite integrali na posebni 
pravoliniski dvi`ewa koi se sre]avaat vo prirodata, i toa: 

- Pravolinisko  dvi`ewe  pod  dejstvo  na  konstantna sila; 

- Pravolinisko dvi`ewe pod dejstvo na sila koja zavisi od vremeto; 

- Pravolinisko dvi`ewe pod dejstvo na sila koja zavisi od polo`bata ; 

- Pravolinisko dvi`ewe pod  dejstvo  na  sila  koja  zavisi  od  brzinata.  

 
 
5.4  PRAVOLINISKO  DVI@EWE  POD  DEJSTVO  NA  KONSTANTNA  SILA 
 
 Najednostavnata  konstantna  sila  koja  dejstvuva  na  materijalna  to~ka  e  
nejzinata  te`ina  koja  proizleguva  od  gravitacijata  i  se  opredeluva  od  
proizvodot  na  masata  i  zemjinoto  zabrzuvawe, t.e.  gmGFG ⋅==  (Sl.5.4.1). 

 
Za karakteristi~no pravolinisko 

dvi`ewe koe se vr[i pod dejstvo na 
te`inata, vo zamislen bezvozdu[en 
prostor na povr[inata na zemjata se 
istreli vo vertikalen pravec, nagore i 
nadolu, kako i slobodnoto pa\awe.  

Vertikalniot istrel nagore se vr[i 
so naso~ena po~etna brzina vertikalno 
nagore od povr[inata na zemjata. 
(Sl.5.4.2). 
Na materijalna to~ka dejstvuva 
te`inata G koja e sprotivno naso~ena 
na brzinata V.  
Zadadeni se slednive po~etni 
kinemati~ki uslovi: 

 00 == tt , 00 == xx , 0xx && = . 

Diferencijalnite ravenki na dvi`ewe 
se dobiva vo forma:   
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     (5.4.1) 

So prvata integracija se dobiva: 
 
     1Ctgx +⋅−=&       (5.4.2) 

 
so  vtorata  integracija  
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So zamena na po~etnite kinemati~ii uslovi vo ravenkite 5.4.2 i 5.4.3 se dobivaat 
konstantite: 

 
     01 VC =  02 =C      (5.4.4) 

  
Zakonot na vertikalniot istrel nagore se dobiva so ravenkata: 
 

     
2

2

0
tgtVx ⋅

−⋅=      (5.4.5) 

 
 Vertikalniot  istrel  nagore  e  ramnomerno  zabaveno  pravolinisko  

dvi`ewe, koe  vo  daden  moment  dostignuva  visina  
g

Vh
2

2
0= , a  potoa  

povtorno  pod  dejstvo  na  te`inata  slobodno  pa\a na  povr[inat a na  
zemjata. 

 Neka  od  visina  h, to~ka  so  masa  m  go  zapo~nuva  dvi`eweto  so  po~etna  
brzina  0V   naso~ena  kon  povr[inata  na  zemjata  (vertikalen  istrel nadolu)  

se  usvojuva  po~etna  sostojba  (Sl.5.4.31) 0,,0 000 === xttM  i 00 xV &= . 

Diferencijalnata ravenka za 
vertikalnen istrel nadolu e: 
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So prva i vtora integracija se dobiva: 
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Integracionite konstanti  se  opredeluvaat  od  po~etnite uslovi za: 0=t , 00 =x , 

00 xV &=  i iznesuvaat: 
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C
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      (5.4.8) 

Zakonot na vertikalniot istrel nadolu se dobiva vo forma: 
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Vertikalniot istrel nadolu e ravnomerno zabrzano pravolinisko 
dvi`ewe.  
Poseben slu~aj, koga e 00 =V . se dobiva zakonot na slobodnoto pa\awe na 

materijalna to~ka. 

     
2

2tgx ⋅
=      (5.4.10) 

 
Zakonot na slobodnoto pa\awe e opredelen od italjanskiot nau~nik Galilej. So 
zanemaruvawe na otporot vo vozduhot, slobodnoto pa\awe pretstavuva edno 
ramnomerno zabrzano pravolinisko dvi`ewe. 
 
 
5.5  PRAVOLINISKO  DVI@EWE  POD  DEJSTVO  NA  SILA KOJA  ZAVISI  OD  

VREME 
 
 Materijalna  to~ka  so  masa  m  se dvi`i pravoliniski  pod  dejstvo  na  sila  
koja  zavisi  od  vremeto  ( )tFF = .  Neka  za  vreme  0tt = , polo`bata  na  to~kata  e  

vo  polo`ba 0xx =  i  ima  po~etna  brzina  00 xVV &==  (Sl.5.5.1). 

 
 
 
 
 
 
     Sl.5.5.1  
 

Diferencijalnata  ravenka  na  dvi`ewe  se  opredeluva spored  vtoriot  
Wutnov  zakon: 
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Se razdvojuvaat promenlivite i se itegrira:  
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 za 0tt = , 00 xVV &==  se dobiva: 
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( )∫
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 So  zamena  na  C1  vo  integralot  se  opredeluva  zakonot  na  brzinata:  
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Se povtoruva integriraweto i se  dobiva  zakonot  na  dvi`eweto  vo  forma: 
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)(1 CdtdttF
m

txx
t

t

+











+⋅= ∫ ∫&    (5.5.5) 

 
 So po~etniot uslov  0tt = , 0xx =  se opredeluva C2, odnosno: 

 

200

0 0

)(1 CdtdttF
m

txx
tt

t

t

+











+⋅= ∫ ∫

=

&  

 ili: 
 

     ∫ ∫
= 











−⋅−=

0 0

)(1
002

tt

t

t

dtdttF
m

txxC &    (5.5.6) 

 
 Zakonot na pravoliniskoto dvi`ewe se dobiva vo definitivna forma  
 

     ( ) ∫ ∫











+−+=

t

t

t

t

dtdttF
m

ttxxx
0 0

)(1
000 &    (5.5.7) 

 
 Polo`bata na to~kata koja e opredelena so koordinata x, e funcija od 
vremeto, a istovremeno zavisi i od po~etnite uslovi na dvi`ewe, t.e:  
 

( )000 ,,, xxttxx &=  
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5.6 PRAVOLINISKO  DVI@EWE  POD  DEJSTVO NA SILA KOJA  ZAVISI  OD  
POLO@BATA 

 
 
 Materijalna  to~ka  so  masa  m  se dvi`i pravoliniski  pod  dejstvo  na  sila  
koja  zavisi  od  polo`bata, odnosno ( )xFF = . Dvi`eweto go zapo~nuva vo vreme  

0tt = , od po~etna polo`ba 0x  so po~etna brzina 00 xV &= . 

  
 
 
 
 
 
 Diferencijalnata  ravenka  na  dvi`ewe se dobiva vo forma: 
 
     ( )xFxm =⋅ &&       (5.6.1) 

ili: 

( )xF
mdt

xd 1
=

&
  /  dx  

( )

( )

( ) 1

2 1
2

1

1

CdxxF
m

x

dxxF
m

xdx

dxxF
m

xd
dt
dx

+=

=⋅

⋅=

∫
&

&&

&

 

Od dadeni po~etni uslovi: 0xx = , 0xx && =  se opredeluva integracionata 

konstanta C2: 

     ( ) 1
)(

2
0

0

1
2

CdxxF
m

x

xx

+= ∫
=

&
 

 ( )∫
=

−=
)(

2
0

1

0

1
2 xx

dxxF
m

xC
&

    (5.6.2) 

 ( )∫
=

+=
x

xx

dxxF
m

xx

0

1
22

2
0

2 &&
 

 
 Zakonot na brzinata  na  to~ka zavisi od nejzinata polo`ba i se dobiva vo 
forma:  
 

     ( )∫
=

+±=
x

xx

dxxF
m

xx
0

22
0&&     (5.6.3) 
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 Ako e: ( ) ( )xdxxF
m

x
x

xx

Φ=+ ∫
= 0

22
0&  se dobiva slednata diferencijalna ravenka: 

    ili: 

( )

( )
dt

x
dx

x
dt
dx

=
Φ±

Φ±=
 

po izvr[ena integracija se dobiva ravenkata:  

( ) 2Ct
x

dx
+=

Φ±∫      (5.6.4) 

za dadeni po~etni uslovi 0tt = , 0xx =  integracionata konstanta iznesuva: 

     
( ) 02

0

t
x

dxC
xx

−
Φ±

= ∫
=

 

So zamena na C2 vo ravenkata (5.6.4) i so inverzija se opredeluva zakonot na 
dvi`ewe vo forma: 
 
     ( )000 ,,, xxttxx &=  

 
Polo`bata na to~kata zavisi od vremeto i po~etnite uslovi na dvi`ewe.  
 
 
 
5.7  PRAVOLINISKO  DVI@EWE  POD  DEJSTVO  NA  SILA KOJA  ZAVISI  OD  

BRZINA 
 
 
 Materijalna  to~ka  so  masa  m  se dvi`i pravoliniski  pod  dejstvo  na  sila  
koja  zavisi  od  brzinata  ( )VFF = .  Neka  za  vreme  0tt = , e vo polo`ba 0xx =  i ima 

po~etna brzina 00 xV &= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
  
Diferencijalnata  ravenka  na  dvi`ewe glasi:  

     ( )xFxm &&& =⋅       (5.7.1) 

     ( )xF
dt
xdm &
&

=⋅  

x O 

xV
r
&

r
=

M M0 0x& )(xF &
r

 

x0 

x 

ar  

)( 0xF &
r

 

Sl. 5.7.1 
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So  razdvojuvaat  promenlivite  i  se  integrira.  

 

     
( )

( ) 1

1

1

1

Ct
mxF

xd

Cdt
mxF

xd

+=

+=

∫

∫∫

&

&

&

&

 

za 0tt = , 0xx && =  

( ) 10
1

0

Ct
mxF

xd

xx

+=∫
= &&

&

&
, ili: 

     ( ) 01
1

0

t
mxF

xdC
xx

−= ∫
= &&

&

&
     (5.7.2) 

 

     ( ) ( )0
1

0

tt
mxF

xdx

xx

−=∫
=

&

&&
&

&
     (5.7.3) 

 
So  inverzija  se  opredleuva brzinata xV &= : 
 
    ( )00 ,, xttxV && ϕ==      (5.7.4) 

 

    ( )00 ,, xtt
dt
dx

&ϕ=      (5.7.5) 

 
( ) 200 ,, Cdtxttx += ∫ &ϕ  

za 0tt = , 0xx =  

    ( ) 2000

0

,, Cdtxttx
tt

+= ∫
=

&ϕ , ili: 

( )dtxttxC
tt
∫
=

−=
0

0002 ,, &ϕ     (5.7.6) 

 

    ( )∫
=

+=
t

tt

dtxttxx
0

000 ,, &ϕ     (5.7.7) 

 
 
Zakonot na dvi`eweto zavisi od vremeto i od po~etnite uslovi na 

dvi`ewe, t.e: 
 
 ( )000 ,,, xxttxx &=  
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oV
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α  

y 

x O 
oM  

M  
V
r

 

L  

G
r

 
maxH  

1V
r

 1M  

2M  

5.8 KOS ISTREL 

 
Kosiot istrel e karakteristi~no krivolinisko dvi`ewe koe se 

sretnuva vo praksata. Vertikalniot istrel nagore i horizontalniot istrel 
proizleguvaat od kosiot istrel kako posebni slu~ai. 

Ako materijalna to~ka so masa m  se isfrli vo bezvozdu{en prostor so 
po~etna brzina oV

r
 koja zaklopuva agol α  so horizontalata (Sl.5.8.1), velime 

deka nastanuva kos istrel. Agolot α  se narekuva elevacionen agol.  

Za da gi dobieme parametarskite ravenki so koi }e bide definirano 
dvi`eweto na materijalnata to~ka M }e go postavime koordinatniot sistem 
taka {to koordinatniot po~etok O }e se poklopi so po~etnata polo`ba na 
podvi`nata to~ka oM , a ramninata xOy }e ja poklopime so vertikalnata 
ramnina vo koja le`i vektorot na po~etnata brzina  oV

r
.  

Za taka definiran koordinaten sistem mo`eme da gi usvoime slednite 
po~etni uslovi: 

 

                    za: 00 =t   

             

α
α

sin
,cos

,0
,0

0

oo

o

o

o

Vy
Vx

y
x

=
=
=
=

&

&
      (5.8.1) 

 

                       Sl. 5.8.1 

 

Edinstvena sila {to dejstvuva na materijalnata to~ka e silata na 
zemjinata te`a, paralelna so Oy oskata, pa diferencijalnite ravenki na 
dvi`eweto go dobivaat sledniot oblik: 

 

mgym
xm

−=
=

&&

&& 0
⇒ 

gy
x

−=
=

&&

&& 0
      (5.8.2) 

 

So dve posledovatelni integracii gi dobivame slednite izrazi: 
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2
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2
CtCgty

CtCx
Cgty
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=
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&

        (5.8.3) 
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Integracionite konstanti se dobivaat od po~etnite uslovi definirani 
so ravenkata (5.8.1) ako istite gi zamenime vo ravenkite (5.8.3), odnosno: 

 

0
0

sin
cos

4

3

2

1

=
=
=
=

C
C

VC
VC

o

o

α
α

       (5.8.4) 

 

Kone~nite ravenki na dvi`eweto go dobivaat sledniot oblik: 

 

α

α

sin
2

cos
2

0

tVgty

tVx

o+−=

=
      (5.8.5) 

 

Prvata ravenka ni poka`uva deka vo pravec na oskata x to~kata se 
dvi`i ramnomerno (proekcijata na brzinata na oskata x ima konstantna 
vrednost).  

Vtorata ravenka ni poka`uva deka vo po~etokot, se do moment 1t  
(definirana polo`ba na to~ka 1M ), materijalnata to~ka vo pravec na 
oskata y se dvi`i ednakvo zabaveno, a potoa se dvi`i ednakvo zabrzano. 

Ako od ravenka (5.8.6) se eliminira vremeto t , se dobiva ravenkata na 
traektorija na kosiot istrel: 

 

  

α
α

α

α

cos
sin

cos2

cos

22

2

o
o

o

o

V
xV

V
xgy

V
xt

+−=

=

 

α
α

tgx
V

gxy
o

+−= 22

2

cos2
        (5.8.6) 

 

Traektorijata na kosiot istrel pretstavuva ravenka na kvadratna 
parabola, so oska na simetrija paralelna so oskata y. 

To~kata 1M  vo koja nastanuva promena na dvi`eweto pretstavuva teme 
na parabolata. Vo taa to~ka vektorot na brzinata e horizontalen, pa od 
uslov deka proekcijata na brzinata V

r
 na oskata y e nula se dobiva vremeto 

na dvi`ewe, a potoa i koordinatite na to~kata 1M : 
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    (5.8.7) 

 

Maksimalniot dostrel na kosiot istrel se ozna~uva so L i se dobiva 
od uslov deka vo to~kata 2M  imame 02 =y . 

 

  

g
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g
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      (5.8.8) 

 

Ako se sporedi ravenkata (5.8.8) so ravenkata 5.8.7 mo`e da se zaklu~i 
deka vremeto 2t , potrebno to~kata da go dostigne maksimalniot dostrel, e 

dvojno pogolemo od vremeto 1t  koe odgovara na maksimalnata visina na 

iska~uvawe, a x koordinatata {to odgovara na to~kata 2M  e dvojno pogolema 

od x koordinatata {to odgovara na to~kata 1M .  

Najgolema visina na iska~uvawe se postignuva za agol 2/πα = , 
odnosno so vertikalen istrel nagore: 

  
g

VH o

2

2

max =        (5.8.9) 

Najgolem dostrel se postignuva za agol 4/πα = : 

  
g

VL o
2

max =      (5.8.10) 

Horizontalniot istrel se postignuva za agol 0=α  i nekoja visina h. 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
GLAVA 6 

 

OSNOVNI ZAKONI VO 
DINAMIKA NA 
METERIJALNA TO^KA 



 6.1 

6.1 DINAMI^KI  KARAKTERISTIKI  NA  MATERIJALNA   TO^KA  
 
 
 Neka  e  dadena  materijalna  to~ka so  masa  m  koja  se  dvi`i  vo   
prostorot pod  dejstvo  na  sila  F

r
.  

Vo  sekoj  moment  mo`at  da se definiraat dinami~kite  karakteristiki 
koi  proizleguvaat od  kinemati~kite karakteristiki  na  dvi`eweto 
(vektorot na  polo`bata rr  i  brzinata  na  to~kata  V

r
) i od materijalnosta na 

to~kata izrazena preku masata  m.  
Kako  osnovni  dinami~ki  karakteristiki, se definiraat:  koli~estvoto  na  
dvi`ewe K

r
  i  kineti~kata  energija  TEk = , na podvi`nata to~ka. 

Dopolnitelna dinami~ka karakteristika koja proizleguva od koli~estvoto na 
dvi`ewe i polo`bata na to~kata e kineti~kiot moment 0l

r
 (Sl.6.1.1). 

Koli~estvo  na  dvi`ewe  na  podvi`na  to~ka e  nare~ena  
vektorskata  golemina  koja e  opredelena  so  proizvodot  na  masata  m  i  
brzinata  na  to~kata V

r
,  odnosno: 

 
    VmK

rr
⋅=      (6.1.1) 

 
 Koli~estvoto  na  dvi`ewe  e  vektor  kolinearen  so  vektorot  na  
brzinata. Za opredeluvawe na intenzitetot na koli~estvoto na dvi`ewe 
treba da se definira soodvetna merna edinica. Mernata edinica ]e 
proizleze od dimenziite na koli~estvo na dvi`ewe K

r
 koi proizleguvaat  od  

dimenziite  na  osnovnite golemini (masa, dol`ina i vreme), i se dobivaat od 
proizvodot 1−⋅⋅ TLM . Spored toa mernata  edinica iznesuva  11 −⋅⋅⋅ smkg . 

 Kineti~ki   moment  na  to~kata  e  vektorska  golemina  opredelena  
so  vektorskiot  proizvod  na  vektorot  na  polo`bata  rr   i  koli~estvoto  
na  dvi`eweto K

r
 , t.e:  

     [ ] [ ]VmrKrl
rrrrr

⋅== ,,0      (6.1.2) 
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 Od  ravenkata  (6.1.2),  mo`e  da se  konstatira deka   kineti~kiot  
moment  e   moment  na   koli~estvoto  na  dvi`ewe vo odnos na 
koordinatniot  po~etok "0".  Pravecot i nasokata se poklopuvaat so pravecot 
i nasokata na pozitivno orientirana normala na to~kata O na povr[inata koja 
ja oformuvaat vektorite rr  i K

r
.  

Dimenziite  na  0l
r

  se dobivaat od proizvodot: 12 −⋅⋅ TLM , a mernata  edinica 

iznesuva  12 sec1 −⋅⋅⋅ mkg . 
 Koli~estvoto  na  dvi`ewe K

r
  i  kineti~kiot   moment  0l

r
  se  vektorski  

dinami~ki  karakteristiki  na  podvi`nata  to~ka  od koi   koli~estvoto  K
r

  e  
vektor  vrzan  za  samata  to~ka, dodeka kineti~kiot  moment  0l

r
 vektor vrzan za 

polot "O".  Ovie  dinami~ki  karakteristiki  se  vovedeni  vo  klasi~nata  
mehanika od  strana  na  nejziniot  osnovopolo`nik Isak  Wutn. 

Kineti~kata  energija e nare~ena `iva sila na podvi`nata to~ka i e 
oformena  kako skalarna  karakteristika , definirana  so  
poluproizvodot  na  masata  i  kvadratot  na  brzinata, odnosno : 

 

2

2VmTEk ⋅
==      (6.1.3) 

 
Dimenziite   na  kineti~kata  energija  se: 22 −⋅⋅ TLM , a  merna  edinica 

22 sec1 −⋅⋅⋅ mkg  
Ovaa  dinami~ka karakteristika na podvi`nata to~ka e  sozdadena  od   

nau~nikot  Lajbnic.  
Promenite  na  ovie  dinami~ki  karakteristiki  nastanuvaat  od  

karakteristi~ni  dejstva  na  silata  F
r

 vrz  podvi`nata  to~ka. 
So  povrzuvaweto  na  promenite  na  dinami~kite  karakteristiki  i  

karkateristikite na  silata F
r

 e ovozmo`eno oformuvawe na osnovnite 
zakoni  vo  dinamika na  materijalna  to~ka.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

6.3 

6.2   ZAKON  ZA   KOLI^ESTVO  NA  DVI@EWE  I  
ZAKON ZA  PROMENA  NA  KOLI^ESTVO  NA  DVI@EWE 

 
Poimot koli~estvoto  na  dvi`ewe  na  materijalna  to~ka  e  osnovna  

dinami~ka  karakteristika  definirana od proizvodot na masata m  i  

brzinata na   to~kata V
r

, odnosno:  VmK
rr

⋅=  (Sl.6.2.1). 

 
Koli~estvoto na dvi`ewe e 

vektorska funkcija, ~ii proekcii vo 
Dekartoviot  koordinaten  sistem 
Oxyz se: 

zmVzmKz
ymVymKy
xmVxmKx

&

&

&

⋅=⋅=
⋅=⋅=
⋅=⋅=

     (6.2.1) 

 
So trite proekcii (6.2.1) se 

definira i vektorot K
r

 so 
intenzitet, pravec i nasoka. 

 

 

222 KzKyKxK ++=  

K
Kx

K =rαcos ; 
K
Ky

K =rβcos ; 
K
Kz

K =rγcos    (6.2.2) 

Neka  vektorskata ravenka  VmK
rr

⋅= , se  diferencira  po  vremeto: 

Fam
dt
Vdm

dt
Kd rr

rr

=⋅=⋅=      (6.2.3) 

Od ravenkata (6.2.3) proizleguva ravenkata:  

F
dt
Kd r
r

=       (6.24) 

Ravenkata (6.2.4) go opredeluva zakonot za koli~estvo na dvi`ewe 
na materijalna to~ka, a so toa e opredelen i vtoriot Wutnov zakon preku   
koli~estvoto  na  dvi`ewe koj glasi:  

Izvodot  na   koli~estvoto   na  dvi`ewe  po  vremeto  e  ednakov  na  
silata  koja  dejstvuva  na  materijalnata  to~ka. 

Ako  zakonot  za   koli~estvo  na  dvi`ewe (6.2.4), se napi[e vo slednava 
forma (diferencijalna) se dobiva ravenkata: 

 
dtFKd ⋅=

rr
      (6.2.5) 

 
Proizvodot na silata F

r
 i elementarniot prirast na vremeto 

definiraat karakteristika na silata nare~ena elementaren impuls Jd
r

, ~ii 
pravec i nasoka se sovpa\aat so pravecot i nasokata na silata (Sl.6.2.2). 
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6.4 

Ravenkata (6.2.5) mo`e da se napi[e vo forma: 
 

JdKd
rr

=       (6.2.6) 
 

Elementarniot prirast na 
koli~estvoto na dvi`ewe e 
ednakov na elementarniot impuls 
na silata. 

So diferencijalnata 
ravenka (6.2.6) se opredeluva 
zakonot za prirast (promena) na 
koli~estvoto na dvi`ewe vo 
diferencijalna forma.   

Ako dvi`eweto na to~kata e 
vo vremenski interval od t0 do t1, 
impulsot na silata se dobiva vo 
forma:  

 

∫∫ ⋅==
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dtFJdJ
rrr

  (6.2.7) 

 
ili so proekciite Jx , Jy  i Jz : 

∫

∫
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dtFzJz
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dtFxJx

      (6.2.8) 

Intenzitetot, pravecot i nasokata na impulsot na silata se 
opredeluvaat od ravenkite: 

222
ZYX JJJJ ++= ; ,cos

J
J X

J =α ,cos
J
JY

J =β
J

J Z
J =γcos   (6.2.9) 

Za merna edinica na impulsot na sila e usvoen: sN ⋅1  ili 11 −⋅⋅ smkg  

Ravenkata  (6.2.6) vo integralna forma e: 

JKd
K

K

rr
r

r
=∫

1

0

, odnosno: JKK
rrr

=− 01       (6.2.10) 

 So ravenkata (6.2.10) se  definira  Zakonot   za  prirast  (promena)  na   
koli~estvoto  na  dvi`ewe  na  materijalna  to~ka vo integralna forma, 
koga dvi`eweto na to~kata e vo kone~en vremenski interval od 10 tt − .  

Istiot glasi: Prirastot na  koli~estvoto  na  dvi`ewe ( 01 KKK
rrr

−=∆ ) 

e ednakov na  impulsot   na  silata sozdaden so dejstvoto na silata vo 
vremenskiot interval od  10 tt − . 
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6.5 

 Od Sl.6.2.2 sleduva grafi~kiot prikaz na 
impulsot na silata (Sl.6.2.3). 

 

  So  proektirawe na  vektorskata ravenka 
(6.2.10)  se  dobivaat  slednite  analiti~ki 
(skalarni)  ravenki: 
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dtFzVmVm

dtFyVmVm

dtFxVmVm

    (6.2.11) 

 So ravenkite  (6.2.11) se definira zakonot za prirast na koli~estvo 
na dvi`ewe vo odnos na koordinatnite oski koj glasi: 

Prirastot na proekcijata na koli~estvoto na dvi`ewe po odnos na 
bilo koja oska e ednakov na proekcijata na impulsot na silata vo odnos na 
istata oska. 

Vo slu~aj koga e silata 0=F
r

, sleduva deka i impulsot na silata 0=J
r

, a 
zakonot za prirast na koli~estvoto na dvi`ewe se dobiva vo forma: 

001 =− KK
rr

, odnosno:  

.01 constVmKKK =⋅===
rrrr

     (6.2.12) 

So ravenkata (6.2.12) se definira zakonot za odr`uvawe na 
koli~estvoto na dvi`ewe, odnosno prviot Wutnov zakon, so koj se 
opredeluva zakonot na inercijalnoto, odnosno ramnomerno 
pravolinisko dvi`ewe na materijalna to~ka. 

Zakonot za prirast na koli~estvoto na dvi`ewe mo`e da se primeni vo 
slu~aj koga e daden impulsot na silata J

r
i po~etnata brzina 0V

r
, a se bara 

brzinata na to~kata po izminatiot vremenski interval ( 10 tt − ), odnosno: 

J
m

VV
rrr 1

01 +=         (6.2.13) 

Na ovaa vektorska ravenka odgovaraat tri skalarni ravenki od koi ]e se 
opredeli i vektorot na brzinata 1V

r
. 

Zakonot za prirast na koli~estvoto na dvi`ewe se koristi vo 
teorijata na udar. Udarot e pojava vo prirodata koga vo mnogu kratok 
interval na vreme, brzinata na to~kata (materijalnoto telo) dobiva 
zna~ajni promeni. 

0K
r

 

1K
r

 
J
r
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6.3 ZAKON  ZA  KINETI^KI   MOMENT 
 
 So  zakonot  za  kineti~ki  moment  se  definira promenata  na  
kineti~kiot   moment  vo  zavisnost  od  karakteristi~noto dejstvoto  na  
silata.  
 Kineti~kiot   moment 0l

r
  e  opredelen  so   momentot  na   

koli~estvoto na  dvi`ewe  vo  odnos  na  koordinatniot  po~etok,  polot  
O.  To~ka  so  masa  m  koja  se  dvi`i  vo  prostorot  pod  dejstvo  na  sila  F

r
, vo  

daden   moment  sodr`i  koli~estvo  na  dvi`ewe VmK
rr

⋅=  i   moment  na   
koli~estvoto  na  dvi`ewe  vo  odnos  na  polot "O" (Sl.6.3.1), odnosno: 
 

[ ] [ ]VmrKrl
rrrrr

⋅== ,,0      (6.3.1) 

 
Vektorot  0l

r
  ima  pravec  i  

nasoka  na  pozitivno 
orientiranata  normala  vo  
to~ka  O  na  povr[inata  
oformena  od  vektorot na  
polo`bata  rr   i  vektorot  
na  koli~estvoto  na  
div`ewe  K

r
, odnosno  

brzinata V
r

. 
 
 Proekciite  na  
kineti~kiot   moment  0l

r
  vo  

odnos  na  Dekartoviot  
koordinaten  sistem  se 
opredeluvaat  preku  

determinantata: 
 

[ ] [ ]
zyx
zyx
kji

rmrVmrl
&&&

rrr

r
&

rrrr
=⋅=⋅= ,,0                   

odnosno: 

 

( )
( )
( )xyyxml

zxxzml

yzzyml

z

y

x

&&
r

&&
r

&&
r

⋅−⋅=

⋅−⋅=

⋅−⋅=

0

0

0

     (6.3.2) 

  

Intenzitetot,  pravecot  i   nasokata: 

2
0

2
0

2
00 zyx llll ++= , 

0
0

cos
l
lox

l =α  ; 
0

0
cos

l
loy

l =β ; 
0

0
cos

l
loz

l =γ               (6.3.3) 

  

  

F
r

 

O 

V
r

 K
r

 

rr  

y 

z 

x 

nr  

ol
r

 

oxl
r

 

oyl
r

 

ozl
r

 

M(m) 

Sl.6.3.1 



 6.7 

Neka  ravenkata  (6.3.1)  se  diferencira  po  vremeto  t:   
           

  [ ] 







⋅+



 ⋅=⋅=

dt
VdmrVm

dt
rdVmr

dt
d

dt
ld

r
rrrrr

r

,,,0    (6.3.4) 

 
 Prviot  ~len  od  ravenstvoto  (6.3.4)  e  ednakov  na  nula,  bidej]i  
vektorskiot  proizvod  od  dva   kolinearni  vektori e ednakov  na  nula,  i  
ravenkata  (6.3.4) mo`e  da se  napi[e  vo  forma: 
 
 

 [ ] [ ] FMFramr
dt
ld rrrrrr
r

0
0 ,, ==⋅=      (6.3.5) 

 
 
 Vektorskiot  proizvod   [ ]Fr

rr,  opredeluva   moment  na  silata  vo  odnos  
na  koordinatniot  po~etok  
O. Momentot  na  silata  e  
vektor  ~ii pravec  i  nasoka  
se  sovpa\aat  so  pravecot  i  
nasokata  na   pozitivno  
orientiranata normala vo 
polot "O" na povr[inata,  
oformena  od  vektorot  na  
polo`bata  rr   i  silata  F

r
 

(Sl. 6.3.2). 

So ravenstvoto 

(6.3.5), odnosno: FM
dt
ld rr
r

0
0 =  se  

opredeluva Zakonot na 
kineti~kiot  moment koj 
glasi: 

 

Izvodot  na   kineti~kiot   moment (momentot  na  koli~estvo  vo  odnos  na  
polot  0) po  vremeto, e  ednakov  na  momentot  na  silata vo  odnos  na  
istiot  pol. 
Ravenkata  (6.3.5)  go  definira zakonot  za  kineti~kiot  moment  vo  vektorska  
forma. Proekciite  na  vektorskata  ravenka  (6.3.5)  go  opredeluvaat  zakonot  
za  kineti~kiot   moment  vo  analiti~ka  forma, odnosno:  
 

   

oz
z

oy
y

ox
x

M
dt

dl

M
dt

dl

M
dt

dl

=

=

=

0

0

0

      (6.3.6) 

 So  izrazite  (6.3.6)  se  definira  zakonot  za  kineti~kiot  moment  
vo  odnos  na  oska  koj  glasi: Izvodot  na  momentot  na  koli~estvoto  na  
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dvi`ewe vo  odnos na oska po vremeto e ednakov na momentot na silata vo 
odnos na istata oska.  
Momentot na silata e karakteristika na silata F

r
 ~ie dejstvo e povrzano 

so polo`bata na to~kata vo odnos na polot "O". 
Komponentite na momentot na silata proizleguvaat od determinantata na 

vektorskata ravenka (6.3.5). 
 
 Neka  e  momentot  na  silata  
vo  odnos  na  polot  O  ednakov  na  
nula , t.e.  [ ] 0,0 == FrM

rrr
. Sleduva 

deka napadnata  linija  na  silata F
r

 
postojano  minuva   niz  polot O 
(Sl.6.3.3). 

 Za: 00
0 == FM

dt
ld rr
r

, kineti~kiot 

moment 

 .0 constl =
r

  (6.3.7) 

  

So  vektorskata  ravenka (6.3.7) se definira  zakonot  za  odr`uvawe  na  
kineti~kiot   moment  vo  odnos  na  polot  O. Dvi`eweto na to~kata e vo 
postojana  ramnina. 

 Zakonot  za  odr`uvawe  na    kineti~kiot  moment  va`i  pri  dvi`eweto  
na  planetite  na  son~eviot  sistem, ~ie  dvi`ewe  e pod  dejstvo  na  privle~ni  
sili   koi  se  sekoga[  naso~eni  kon  sonceto: 
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6.4  ZAKON  ZA  PRIRAST  NA  KINETI^KATA  ENERGIJA  
 
 
 Neka  e  dadena  materijalna  to~ka M  so  masa  m  koja  se  dvi`i  vo  
prostorot  pod  dejstvo  na  sila  F

r
(Sl.6.4.1). So poluproizvodot  na  masata 

i  kvadratot  na  brzinata  se  definira  dinami~kata  karakteristika  na  
dvi`eweto kineti~ka energija ili  `iva sila  na  podvi`nata  to~ka   t.e.: 

2

2VmTEk ⋅
==  

Spored  iznesenoto  sleduva  deka  promenata  na  kvadratot na intenzitetot 
na  brzinata  pridonesuva  za   promena  na kinetikata  Ek.  

Za  da se  opredeli  karakteristikata  
na silata  koja  }e  izvr{i  promena  
na kineti~kata   energija, se koristi 
dinami~kata ravenka na dvi`ewe po 
pravec na  tangentata t.e.  TT Fam =⋅ . 
 Neka  ravenkata se pomno`i so 
elementarniot pat ds  odnosno: 

             TT Fam =⋅      / ds⋅  

                   

dsFdVVm

dsFds
dt
dVm T

⋅=⋅⋅

⋅=⋅

αcos
 

( )rdFVmd rr
,

22
1 2

=







⋅       (6.4.1) 

 Irazot  od  leva  strana  go  opredeluva  diferencijalot  na   
kineti~kata  energija,  odnosno  dTdEk = , a  izrazot   od  desnata  strane  e  

skalaren  proizvod  na  silata  F
r

  i  elementarnoto   pomestuvawe  rdr
  na   

podvi`nata to~ka. 
 Karakteristikata na silata koja e opredelena so skalarniot  
proizvod  na  silata  F

r
  i  elementarnoto  pomestuvawe  na  podvi`nata  

to~ka rdr
 e  nare~ena  elementarna  rabota  i  se  ozna~uva  so  dA . 

    ( )rdFdA rr
,=      (6.4.2) 

 Ravenkata  (6.4.1)  mo`e  da se  napi{e  vo  forma: 

dAdT =      (6.4.3) 

 Ravenkata   (6.4.3)  go  definira  Zakonot  za  promena  na  
kineti~kata  energija  vo  diferencijalna  forma koj  glasi: 
Elementarnata  promena  na   kineti~kata  energija   na  to~kata e  
ednakva  na  elementarnata rabota  na  silata   koja   se  izvr{uva  vo  
dadeniot   moment. 
 Pri   kone~no  pomestuvawe  na  to~kata  od   polo`ba  M0  do  krajna  
polo`ba M1,  kineti~kata  energija  se  menuva.  Vo  polo`ba M0  iznesuva:   

2

2
1

00
VmEkT ⋅

==  , a  vo  polo`bata  M1 : 2

2
1

11
VmEkT ⋅

== ,(Sl. 6.4.2). 
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 So  integracija  na  diferencijalna  
ravenka  (6.4.3)  se  dobiva: 

∫∫ =
10

1

0 MM

T

T

dAdT    (6.4.4) 

               ATT =− 01    (6.4.5) 

  Ravenkata  (6.4.5)  go  definira  
zakonot za   promena  na  kineti~kata  
energija  vo  integralna (kone~na) 
forma, koj  glasi: 

 Prоmenata  na  kineti~kata  energija  pri  kone~noto  pomestuvawe  
na  to~kata, koe  se  slu~uva  vo  kone~en  interval  od  vreme   e  ednakva  
na  rabotata  na  silata  koja  e  izvr{ena pri  istoto  kone~no  
pomestuvawe  na  to~kata.  

 Zakonot  za  promena  na  kineti~kata energija  mo`e  da se  napi{e  i  
vo  sledna  forma: 

   ( )
( )

( )

∫=
⋅

−
⋅ 1

0

,
22

2
0

2
1

M

M

rdFVmVm rr
      (6.4.6) 

 Rabotata  na  silata  pri  kone~noto  pomestuvawe  na  to~kata  od  
polo`ba  M0  do  krajna  polo`ba  M1 zavisi od skalarniot  proizvod  pod  
integralot  koj mo`e  da se  definira  preku  komponenti  na  prirodniot  
ili dekartoviot  koordinaten  sistem, odnosno: 

   ( ) ∫∫ ++==
1

0

1

0

M

M
zyx

s

s
T dzFdyFdxFdssFA     (6.4.7) 

 Od  definicijata  za  elementarna  rabota  na  silata  koja  dejstvuva  
na  to~kata  mo`e  da  se  konstatira  deka  istata  e  skalarna  golemina  
koja  mo`e  da   bide  pozitivna  i  negativna. Znakot "+"  ili  "-"  
proizleguva  od  nasokite  na  silata  F

r
 i  elementarnoto  pomestuvawe na 

to~kata rdr
. Ednakvo naso~eni  vektori  opredeluvaat pozitivna rabota, a  

sprotivno naso~eni vektori negativna  rabota. (Sl.6.4.3). 

Postoi grani~en slu~aj koga  silata e normalna na  elementarnoto 
pomestuvawe, elementarnata rabota e  ednakva na  nula. 

Za  opredeluvawe na rabota na silata pri kone~noto  pomestuvawe, od  
polo`ba  M0  do  krajna  polo`ba  M1,  potrebno  e da se  opredeli  

podintegralnata funcija koja 
mo`e da  zavisi od 
polo`bata na to~kata  
(koordinata  x,y,z) ili 
prirodnata koordinata ρ  , a 
vo poedini slu~ai da se 
opredeli kako funkcija od 
vremeto t. 
Rabotata na silata e 
skalarna golemina so merna 
edinica: JNm 11 =   (1Xul). 

Sl.6.4.2  
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 7.1 

7.1 VOVED VO DINAMIKA NA NESLOBODNO DVI@EWE NA 
MATERIJALNA TO^KA 

 
 Vo tehni~kata praksa vo golem broj slu~ai dvi`eweto na 
materijalnata to~ka e ograni~eno od postoeweto na vrski koi ne zavisat 
od po~etnite uslovi na dvi`eweto i od aktivnite sili. Vakvoto dvi`ewe 
e nare~eno neslobodno ili  prinudeno dvi`ewe na materijalna to~ka. 

 Vrskite se definiraat so pomo[ta na ravenki i neravenki na koi se 
pot~ineti koordinatite na materijalnata to~ka. Spored toa, ravenkite na 
vrskite se usloveni ravenki so koi se ograni~uva slobodata na 
dvi`eweto na materijalna to~ka, a so toa se namaluva nejzinata 
podvi`nost, odnosno stepenot na sloboda.  

 Na primer, materijalna to~ka se dvi`i po povr[inata ( ) 0,, =zyxf . 
Po~etnite kinemati~ki uslovi kako i koordinatite na to~kata vo sekoj moment 
treba da ja zadovolat uslovenata ravenka. So toa, edna od koordinatite e 
zavisna od ostanatite dve nezavisni koordinati i stepenot na sloboda  se 
namaluva i iznesuva k=2.  

 Vo dinamikata se koristat naj razli~ni vidovi na vrski.                            
Za najednostavni vrski se tretiraat geometriskite ili holonomnite so koi 
se ograni~uva samo polo`bata na to~kata, odnosno nejzinite koordinati, na 
primer, povr[inata ( ) 0,, =zyxf . 

 Kako poslo`eni vrski se takanare~enite kinemati~ki ili 
neholonomni vrski so koi osven polo`bata se ograni~uva i brzinata na 
to~kata, na primer, ravenkata na vrska ( ) 0,,,,, =zyxzyx &&&ϕ . 

 Postojat taka nare~eni stacionarni ili postojani vrski koi ne se 
menuvaat so tekot na vremeto i nestacionarni ili menlivi koi se 
menuvaat so tekot na vremeto, na primer ( ) 0,,, =tzyxf .. 

 Vrskite mo`at da izvr[at ograni~uvawe na dvi`eweto na to~kata i 
vo nekoja oblast na opredelena povr[ina, na primer ( ) 0,, ≥zyxf . To~kata 
mo`e da ostane na povr[inata, no mo`e i da se odvoi od istata. Stanuva zbor 

za takanare~eni ednostrani ili 
nezadr`uva~ki vrski. 

 Na primer, ramninata hz ≥ . 
Dvi`eweto na to~kata e vo ramninata 
i vo prostorot nad nea. (Sl.7.1.1). 

Sprotivno na ednostranite 
vrski se dvostranite ili 
zadr`uva~ki vrski pri koi to~kata 
ostanuva da se dvi`i po vrskata i 
istata ne mo`e da ja napu[ti. Na 
primer, prinudeno dvi`ewe po vrska 
opredelena vo presek na dve povr[ini 

( ) 0,,1 =zyxf  i ( ) 0,,2 =zyxf , odnosno 
linija vo prostor. (Sl.7.1.2). 
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 7.2 

 Primer: Nezadr`uva~ka ili ednostrana 
vrska mo`e da bide i konec ~ii kraj vo to~kata 
M sodr`i masa m, a vo po~etokot O e obesen za 
nepodvi`na potpora. Ravenkata i neravenkata 
e: 

02222 ≤−++ lzyx  

, kade e lOM = . 

 Za vreme na rotacijata, konecot mo`e da 
ja pribli`i to~kata M kon centarot na 
rotacijata, na primer vo polo`ba M'. 

 Ako konecot se zameni so krut stap  (Sl.7.1.3) i na krajot se obesi to~kata 
M so masa m, ravenkata na vrska se dobiva vo forma:  

02222 =−++ lzyx  

 Vo ovoj slu~aj vrskata e zadr`uva~ka ili 
dvostrana. To~kata e prinudena da se dvi`i po 
povr[inata na topka. 

 Materijalna to~ka koja e prinudena da se 
dvi`i po dadena vrska pod dejstvo na nekoja 
sila F

r
, ]e ima vlijanie na vrskata koe e 

izrazeno so sila na pritisok. 

 Spored tretiot zakon na Wutn, vrskata 
koja e materijalna ]e dejstvuva so sprotivna 
sila, koja e ednakva po intenzitet i pravec na 

silata na pritisok. Vakvite sprotivni ili reaktivni sili se nare~eni 
dinami~ki reakcii na vrski. Sleduva, deka dejstvoto od vrskata vrz 
materijalnata to~ka se opredeluva preku reakcijata na vrskata WF

r
 

 Pri  prinudeno  dvi`ewe  na  materijalna  to~ka  po  povr[ina  se  
koristi  principot  na   osloboduvawe,  i  vlijanieto  od  vrskata  vrz  
to~kata se  izrazuva  preku  reakcija  na  vrskata  WW RF

rr
= . 

 Reakcijata  WF
r

  se  razlo`uva  vo  dve  komponenti, normalna  nF
r

 i 

tangencijalna TF
r

.  

Normalnata  reakcija  e  so  pravec  i  
nasoka  na  pozitivno  orientiranata  
normala  nr   na  povr[ina  vo  to~kata  
M, odnosno  gradientot  na  
povr[inata  gradf  (Sl.7.1.4). 

 Tangencijalnata  komponenta  TF
r

  
e  sila  na  triewe  koja  le`i  vo  
tangencijalnata  ramnina  na  to~kata  
M, i ima  pravec  na  brzinata  na  
to~kata  a  nasoka  sprotivna  na  
dvi`eweto (Sl.7.1.4). 
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 7.3 

 Normalnata  reakcija mo`e da se opredeli vo zavisnost od ravenkata na 
vrskata ~ie dejstvo e izrazeno preku gradientot, odnosno:    

gradfFn ⋅= λ
r

    (7.1.1) 

kade se: k
z
fj

y
fi

x
fgradf

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= . 

 −λ e skalaren mno`itel,  

Gradientot na povr[inata e vektorska karakteristika za sekoja to~ka 
od povr[inata ( ) 0,, =zyxf . 

Spored  Kulonoviot zakon intenzitetot na silata na triewe 
iznesuva: 

nT FF ⋅= µ       (7.1.2) 

kade e:  ϕµ tg=  - koeficient na kineti~ko triewe pri lizgawe. 

Totalnata  reakcija  na  vrska  e: 

TnW FFF
rrr

+=       (7.1.3) 

intenzitetot e: 222 1 µλ +⋅=+= gradfFFF TnW ,a  pravecot  so normalata  

zaklopuva  agol ϕ   koj  se  opredeluva  spored koeficientot na  kineti~ko  
triewe  pri  lizgawe, dobien  po  eksperimentalen   pat. 

Spored  reakcijata  na  vrskata  postojat  dva  vida  na  vrski: 

Ø Idealni  ili  glatki, odnosno apstraktni  vrski  koga  se  isklu~uva  
vlijanieto  od  silata  na   triewe ( )0=TF

r
, a nW FF

rr
=  

Ø Neidealni  ili  rapavi, odnosno realni vrski  koga  reakcijata  na  
vrskata  so  pravecot  na  normata  nr   zaklopuva  agol ϕ , odnosno  

TnW FFF
rrr

+= . 

 

7.2 PRINUDNO DVI@EWE NA MATERIJALNA TO^KA PO POVR{INA 
 

Neka e dadena materijalna to~ka koja e prinudena da se dvi`i po 
holonomna stacionarna povr[ina f(x,y,z)=0. Diferencijalnata ravenka na 
prinudnoto dvi`ewe na materijalnata to~ka  ]e proizleze od principot 
na osloboduvawe od vrskata i vtoriot  zakon  na  Wutn. Ako to~kata e pod 
dejstvo i na aktivna sila, se dobiva slednata diferencijalna ravenka: 

   WA FF
dt

rdm
rrr

+=⋅ 2

2

      (7.2.1) 

odnosno: 

   TnA FFF
dt

rdm
rrrr

++=⋅ 2

2

    (7.2.2) 
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Ako se izrazat izrazat nornalnata komponenta NF
r

 i tangencijalnata 

komponenta TF
r

 so komponenti vo Dekartoviot koordinaten sistem: 

kFjFiFk
z
fj

y
fi

x
fgradfF NzNyNxN

rrrrrrr
++=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

== λλλλ   (7.2.3) 

kFjFiFk
r
zFj

r
yFi

r
xF

r
rFF TzTyTxTTTTT

rrrr&r&r&
rr

++=





 ++−=−=   (7.2.4) 

se dobivaat slednite analiti~kite diferencijalni ravenki: 

TznzAz

TynyAy

TxnxAx

FFF
dt

zdm

FFF
dt

ydm

FFF
dt

xdm

++=⋅

++=⋅

++=⋅

2

2

2

2

2

2

     (7.2.5) 

Ravenkite (7.2.5) se diferencijalni ravenki od vtor red, i se poznati vo 
literaturata kako  Lagran`ovi ravenki na  dvi`ewe  od  prv  red, pri 
dvi`ewe na to~ka po povr[ina f(x,y,z)=0. 

 So  Lagran`ovite  ravenki  na  dvi`ewe  od  prv  red, so  po~etnite  
uslovi  na  dvi`eweto  i  so  ravenkite  na  vrskite  napolno  se  
opredeluva  prinudnoto  dvi`ewe  na  materijalnata  to~ka, preku  
nejziniot  zakon  na  dvi`ewe   i  dinami~kite  reakcii  na  vrski. 

 Zakonot na dvi`ewe se opredeluva so ravenkite: 

),,,,,,,(
),,,,,,,(
),,,,,,,(

0000000

0000000

0000000

zyxzyxttzz
zyxzyxttyy
zyxzyxttxx

&&&

&&&

&&&

=
=
=

, 

a reakcijata na vrskata preku komponentite 222
nznynxn FFFF ++=  i nT FF ⋅= µ , 

odnosno totalnata reakcija na vrska 22
TnW FFF += . 

Pri dvi`ewe na materijalna to~ka po neidealna vrska se isklu~uva 
tangencijalnata komponenta, odnosno silata na trieweto, 

( )00 ==== TzTyTxT FFFF
r

. 
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7.3.      PRINUDNO  DVI@EWE  NA  MATERIJALNA TO^KA  PO  LINIJA  
 
 
 Materijalnata  to~ka  so  masa  m  e  prinudena  da  se  dvi`i  po    
stacionarna   holonomna realna vrska  orpedelena  so  ravenkite  ( ) 0,,1 =zyxf  

i ( ) 0,,2 =zyxf , pod  dejstvo na sila  AFF
rr

= .  

Dvete ravenki definiraat linija vo prostorot opredelena vo presekot 
na dvete   povr[ini.  Se   koristi  
principot  na  osloboduvawe  na 
materijalnata to~ka od  vrskata   i  
vlijanieto  od  istata  se  zamenuva  
so reakcijata  WF

r
  . 

 Neka  e  dadeno  prinudnoto  
dvi`ewe  vo  Dekartoviot   
koordinaten   sistem (Sl.7.3.1). Od 
dvete povr[ini proizleguvaat 
komponentite na  totalnata   
reakcija  na  vrska. 

21 WWW FFF
rrr

+=   (7.3.1) 

  

 

kade se:  

ν
ν

λ

ν
ν

λ
rrrr

rrrr

222222

111111

TTnW

TTnW

FgradfFFF

FgradfFFF

−⋅=+=

−⋅=+=
    (7.3.2) 

Tangencijalnata komponenta iznesuva: 

( )
ν
ν

ν
ν

rrrrr
TTTTTT FFFFFF −=+−=+= 2121     (7.3.3) 

kade  se: 1111 gradfFF nT ⋅⋅=⋅= λµµ , 2222 gradfFF nT ⋅⋅=⋅= λµµ  

 Diferencijalnata   ravenka  na  prinudnoto  dvi`ewe  se  
opredeluva  od  vtoriot  Wutnov  zakon: 

    WA FF
dt

rdm
rrr

+=⋅ 2

2

     (7.3.4) 

 So  zamena  na  (7.3.1),(7.3.2) i  (7.3.3) vo  ravenkata  (7.3.4)  se  dobiva  
slednata  diferencijalna  ravneka  na  prinudno  dvi`ewe  po  linija: 

  
ν
ν

λλ
rrr

TA FgradfgradfF
dt

rdm −⋅+⋅+=⋅ 22112

2

   (7.3.5) 

 So  proekcija na vektorskata ravenka  (7.3.5)  po  odnos na  koordinatnite  
oski se dobivaat slednite diferencijalni ravenki na prinudnoto  dvi`ewe 
na  to~ka  po  linija  vo  skalarna  forma: 

x 

z 

y O 

M 

V
r

 

AF
r

 

1gradf  

1nF
r

 

2nF
r

 

nF
r

 

2gradf  

( ) 0,,2 =zyxf  

( ) 0,,1 =zyxf  
TF
r

 

WF
r

 

Sl. 7.3.1 
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t
zF

z
f

z
fF

dt
zdm

t
yF

y
f

y
fF

dt
ydm

t
xF

x
f

x
fF

dt
xdm

T
Az

T
Ay

T
Ax

∂
∂

−
∂
∂

⋅+
∂
∂

⋅+=⋅

∂
∂

−
∂
∂

⋅+
∂
∂

⋅+=⋅

∂
∂

−
∂
∂

⋅+
∂
∂

⋅+=⋅

ν
λλ

ν
λλ

ν
λλ

2
2

1
12

2

2
2

1
12

2

2
2

1
12

2

    (7.3.6) 

 So  trite  diferencijalni  ravneki se  opredeleni  Lagran`ovite  
ravenki  od  prv  red na prinudeno dvi`ewe po linija. 

 Integralite  na  diferencijalnite ravenki,  po~etnite kinemati~ki  
uslovi  na  dvi`eweto  na  to~kata  M i  ravenkite  na  vrskite,  napolno  go  
opredeluvaat   prinudnoto  dvi`ewe   na   materijalnata  to~ka  po linija. 
Osven  zakonot na dvi`ewe, koj e opredelen  so  trite   koordinati  ( )txx = , 

( )tyy =  i ( )tzz =  se  opredeluva  i  dinami~kata  reakcija  na  vrska  WF
r

 . 

 Dinami~kata  reakcija   WF
r

     se  opredeluva  na  sledniot  na~in: 

 
ν
ν

λλ
rrrr

TWWW FgradfgradfFFF −⋅+⋅=+= 221121    (7.3.7) 

odnosno: 

TnW FFF
rrr

+= , kade e: 221121 gradfgradfFFF nnn ⋅+⋅=+= λλ
rrr

   

Komponentite na  normalnata dinami~ka  reakcija  nF
r

 vo dekartoviot 

koordinaten sistem se opredeluvaat od ravenkite: 

z
f

z
fF

y
f

y
fF

x
f

x
fF

nz

ny

nx

∂
∂

⋅+
∂
∂

⋅=

∂
∂

⋅+
∂
∂

⋅=

∂
∂

⋅+
∂
∂

⋅=

2
2

1
1

2
2

1
1

2
2

1
1

λλ

λλ

λλ

    (7.3.8) 

intenzitetot na nF
r

 iznesuva:  

222
nznynxn FFFF ++=     (7.3.9) 

Tangencijalna  dinami~ka  reakcija  na  vrska: 

( )22112121 gradfgradfFFFFF nnTTT ⋅+⋅=⋅+⋅=+= λλµµµ
rrrrr

  (7.3.10) 

nF
r

 le`i  vo  normalnata  

ramnina πu normalna na 
tangentata na  traektorijata , a  TF

r
  

vo  pravec   na  tangentata,  a  
nasoka  sprotivna  na  nasokata  
na  brzinata  (Sl.7.3.2).  

 

M 

V
r

 

nF
r

 

TF
r

 
WF
r
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Intenzitetot  na  totalnata  dinami~ka  reakcija  e: 

    22
TnW FFF +=      (7.3.11) 

 Pravecot na WF
r

so normalnata komponenta go zaklopuva agolot ϕ koj 

e opredelen preku koeficientot na kinemati~ko triewe pri lizgawe 
µϕ =tg . 

 

 

7.4.    PRINUDNO DVI@EWE NA MATERIJALNA TO^KA PO LINIJA VO 
PRIRODEN KOORDINATEN SISTEM 

 

 Prinudnoto  dvi`ewe  po  linija    mo`e  da  se   opredeli  i  vo  
prirodniot   koordinaten  sistem za prostorna linija ),,( BNTM

rrr
.  Se  trgnuva  

od  vektorskata  ravenka: 

TnA

WA

FFFam

FFam
rrrr

rrr

++=⋅

+=⋅
 

So proektirawe na vektorskata 
ravenka po trite koordinatni oski se 
dobiva:  

nBAB

nNANN

TATT

FF
FFam
FFam

+=
+=⋅
−=⋅

0
  (7.4.1) 

 Silata  na  trieweto TF
r

  e   po  pravec  na  tangentata  na  

traektorijata, a  normalna  reakcija  nF
r

  ima  proekcii   vo  odnos  na  

glavna  normala  nNF
r

i  vo  odnos  na  binormalata  nBF
r

.  Ako  silata  na  

trieweto  se izrazi  spored  Kulonoviot  zakon  NT FF ⋅= µ    i  komponentite  na  

zabrzuvaweto  spored  formulite  za  dvi`ewe  vo  priroden   koordinaten  
sistem, ravenkite  (7.4.1)  se  dobivaat  vo  forma: 

  

nBAB

nNAN

nAT

FF

FF
Rf
Vm

FF
dt

sdm

+=

+=⋅

−=⋅

0

2

2

2

µ

     (7.4.2) 

 So  trite  ravenki  (7.4.2)  se  definira  prinduno  dvi`ewe  na  to~ka  
po   linija  vo  priroden   koordinaten  sistem.  

 Zakonot  na  dvi`eweto  i  dinami~kite  reakcii  na  vrskata  se    
opredeluvaat  so  dadenite  dinami~ki  ravenki,  po~etnite  uslovi  na  
dvi`eweto  i  od  ravenkite  na  vrskata. 

 Totalnata  reakcija  na  vrska  WF
r

 se opredeluva preku komponentite: 

V
r

 

nNF
r

 

AF
r

 

WF
r

 

T
r

 

N
r

 B
r

 

TF
r

 

nBF
r

 

nF
r
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TnW FFF
rrr

+= , i ima intenzitet: 

22
TnW FFF += , kade [to: 22

nBnNn FFF += , 22
nBnNnT FFFF +⋅=⋅= µµ  

 Pri  prinudno   dvi`ewe  na  to~ka  po  linija  va`i  zakonot  za   
promena  na  kineti~kata  energija, odnosno:  

∫∫ +=−
MM

F

MM

F TA dAdATT
00

0

rr

, ili: 

TA FF AAmVmV rr

+=−
22

2
0

2

 

 Rabotata  na  normalnata  dinami~ka  reakcija   na  vrska   sekoga[  e 
ednakva na nula kako  rezultat  od  elementarnata  rabota: ( ) 0, == rdFdA n

nF rrr

 

( rdFn
rr

⊥ ).  

Elementarnata rabota na tangencijalnata komponenta mo`e da se 

opredeli od izrazot: ( ) ( )rdFrdFrdFdA TTT
FT

rrr
r

rrr

,,, −=





−==

ν
ν

.Sleduva deka  

0<TFdA
r

. Spored izznesenoto mo`e da se konstatira deka i kone~nata rabota 
na tangencijalnata komponenta e sekoga[ negativna. 

 Pri prinudno dvi`ewe na materijalna to~ka po idealna (glatka) 
linija, vo diferencijalnite ravenki na dvi`ewe dinami~kata reakcija 
na vrska  nW FF

rr
=  , a tangencijalnata komponenta  (silata  na  trieweto), 

0=TF
r

. 

Pri  idealni  vrski  promenata  na   kineti~kata  energija  e  rezultat  od  
rabotata  na  aktivnata   sila  AF

r
. 
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7.5.  MATEMATI^KO NI[ALO 
 

 Matemati~ko ni{alo pretstavuva materijalna to~ka obesena na 
nerasteglivo ja`e so dol`ina l , pricvrsteno vo nepodvi`na to~ka i 
prinudeno da se dvi`i vo vertikalna ramnina po traektorija koja 
pretstavuva del od kru`nica: 222 lyx =+  (Sl.7.5.1). 

     
 Vo po~etniot moment 0=ot  to~kata 

se nao|a vo ramnote`nata polo`ba 1OO . 

Ako i soop{time po~eten otklon oϕ  i 

po~etna aglova brzina oω  taa }e zapo~ne 

da se dvi`i vo vertikalnata ramnina. 
Dvi`eweto se vr{i pod dejstvo na silata 
na zemjinata te`a i reakcijata od vrskata 
(silata vo ja`eto). Polo`bata na 
materijalnata to~ka e definirana so 
agolot )(tϕϕ = .  
Diferencijalnata ravenka na prinudnoto 
dvi`ewe glasi: 

  WA FFrm
rrr

&& +=    (7.5.1) 

Ako dvi`eweto go razgledame vo priroden koordinaten sistem se dobivaat 
dve skalarni ravenki: 

  
NNN

TT

FGam
Gam

+=
=

          (7.5.2) 

  

NFG
l

Vm

G
dt
dVm

+−=

−=

ϕ

ϕ

cos

sin

2
         (7.5.3) 

Ako se zeme vo predvid deka: ϕ⋅= ls i se izvr{i zamena:  

  2

2

2

2

dt
dl

dt
sd

dt
dV ϕ

⋅==              (7.5.4) 

se dobiva: 0sin2

2

=+⋅⋅ ϕ
ϕ G

dt
dlm   ili: 

  0sin2

2

=+ ϕ
ϕ

l
g

dt
d

         (7.5.5) 

 Se razgleduva slu~aj na mali oscilacii (mali otkloni), pa se zema deka 
e ϕϕ ≈sin  i se dobiva homogena diferencijalna ravenka od vtor red so 
konstantni koeficienti so koja e definirano harmonisko oscilatorno 
dvi`ewe: 

  02

2

=+ ϕ
ϕ

l
g

dt
d

                 (7.5.6) 

  
l
gkk

l
g

=⇒= 2 , kade k  e kru`nata frekvenca. 

ϕ  
l  

O  
x  

y  

ω  

s  

N
r

 

NF
r

 

V
r

 

T
r

 

G
r

 

ϕ  Ta  
1O  

Na  

Sl. 7.5.1 
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  02
2

2

=+ ϕ
ϕ k

dt
d

 

Op{tiot integral koj pretstavuva re{enie na diferencijalnata ravenka 
glasi: 

  
ktBkktAk

ktBktA

cossin

sincos

+−=

+=

ϕ

ϕ

&
      (7.5.7) 

Integracionite konstanti se dobivaat od po~etnite uslovi: 

  ooot ϕωωϕϕ &===⇒= ,0      (7.5.8) 

  
k

BA o
o

ω
ϕ == ,        (7.5.9) 

Ravenkata na harmoniskoto oscilatorno dvi`ewe dobiva oblik: 

  kt
k

kt o
o sincos ω

ϕϕ +=      (7.5.10) 

Ako se vovede smena: 

  βα
ω

βαϕ cos,sin ==
k

o
o      (7.5.11) 

ravenkata na harmoniskoto oscilatorno dvi`ewe dobiva poprakti~en oblik: 

  )sin( βαϕ += kt        (7.5.12) 

kade  α  e maksimalniot otklon koj go dostignuva to~kata i zavisi od 
po~etnite uslovi i kru`nata frekvenca: 

  
2

2 





+±=

k
o

o
ω

ϕα       (7.5.13) 

a β  e po~etnata fazna razlika koja isto taka zavisi od po~etnite uslovi i 
kru`nata frekvenca: 

  
o

oktgarc
ω
ϕ

β =        (7.5.14) 

 Periodata na oscilatornoto dvi`ewe ne zavisi od po~etnite uslovi, 
tuku samo od fizi~kite karakteristiki na matemati~koto ni{alo. Takvo 
dvi`ewe se narekuva izohrono: 

  
g
l

k
T π

π 22
==        (7.5.15) 

 So zakonot na dvi`eweto )(tϕϕ =  se opredeleni site kinemati~ki 
karakteristiki na dvi`eweto: brzinata, zabrzuvaweto i soodvetnite 
komponenti vo priroden koordinaten sistem Ta  i Na (Sl.7.5.1). 

 Dinami~kata reakcija na vrska NF
r

(silata vo ja`eto) se opredeluva od 

vtorata ravenka od ravenka (7.5.3) : 

  ϕcos
2

mg
l

mVFN +=       (7.5.16) 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
GLAVA 8 

 

MATERIJALNI MOMENTI 
NA INERCIJA 



 8.1 

 
 
 
8.1  DEFINICIJA I VIDOVI NA MATERIJALNI MOMENTI NA INERCIJA 

 

 Materijalna to~ka (model na materijalno telo) so masa m koja se dvi`i 

pod dejstvo na sila F
r

dobiva zabrzuvawe koe e proporcionalno na silata, a 
obratno proporcionalno na masata. Spored toa, so masata na teloto e 
okarakterizirana inercijata na teloto pri promenata na dvi`eweto. Na telo 
so pogolema masa inercijata e pogolema i teloto dobiva pomalo zabrzuvawe. 
Sprotivno, telo so pomala masa odnosno pomala inercija, dobiva pogolemo 
zabrzuvawe ako se dvete tela pod dejstvo na ednakvi sili. 

 Vo slu~aj ako telo so masa m e na rastojanie r vo odnos na nekoja oska na 
rotacija Oz (Sl.8.1.1). 

 

Neka sistemot vr[i rotacija pod dejstvo na 
moment od sila Mz. Sistemot dobiva aglovo 
zabrzuvawe ε , odnosno nastanuva promena vo 
dvi`eweto. So promena na polo`bata na masata, 
odnosno rastojanieto r se menuva i aglovoto 
zabrzuvawe ε.  

 Ako e masata m na rastojanie rr >1  aglovoto 

zabrzuvawe se namaluva, odnosno ε1 < ε vo slu~aj na 
ednakov moment na silata Mz. Materijalno telo koe 
e na pogolemo rastojanie vo odnos na rotacionata 
oska e so pogolema inercija (Sl. 8.1.1). 

 

 Eksperimentot poka`uva deka svojstvoto na inercija pri rotacija 
zavisi od proizvodot na masata i kvadratot na rastojanieto vo odnos na 

izbranata oska na rotacija, odnosno 2rm
Mz F

⋅
=ε . Sleduva deka inercijata pri 

rotacija vo dadeniot slu~aj se definira so goleminata 2rm ⋅ . 

 Inercijata pri rotacija okolu oskata Oz okarakterizirana so golemina 
2rm ⋅  e nare~ena materijalen moment na inercija vo odnos na oska Oz  i se 

ozna~uva so Jz : 

2rmJz ⋅=       (8.1.1) 

 Poimot materijalen moment mo`e da se generalizira, odnosno definira 
kako golemina dobiena od proizvodot na masata i kvadratot na rastojanieto vo 
odnos na oska, vo odnos na to~ka, vo odnos na ramnina ili proizvodot na masata 
i koordinatite na polo`bata na masata vo odnos na vzaemno normalni oski 
(Sl. 8.1.2). 

 

1r  
r  

F
zM
r

 
ε  

( )1ε  
m  m  

Sl.8.1.1 
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Sl. 8.1.2 

 Materijalniot moment na inercija vo odnos na oska e nare~en aksijalen 
materijalen moment na inercija, na primer Jz (Sl. 8.1.2a.). 

 Materijalniot moment na inercija vo odnos na to~ka e nare~en polaren 
materijalen moment na inercija, na primer vo odnos na polot O e Jo 
(Sl.8.1.2b.). 

 Materijalniot moment na inercija vo odnos na ramnina e nare~en 
planaren materijalen moment na inercija, na primer vo odnos na 
koodinatnata ramnina Oxy, ozna~en so Pxy (Sl. 8.1.2c). 

 Materijalniot moment na inercija vo odnos na zaemno normalni oski e 
nare~en centrifugalen materijalen moment na inercija, na primer Jxy  (Sl. 
8.1.2d.). 

 Dimenziite na materijalniot moment na inercija proizleguvaat od 
proizvodot na dimenzijata na masata i dimenzijata na kvadratot na 
dol`inata, odnosno, [J] = [M⋅L2], a mernata edinica iznesuva 1kgm2. 1kg⋅m2 e 
materijalen moment na inerija dobien od telo so masa m=1kg koe se nao\a na 
rastojanie od 1m.  vo odnos na oska, to~ka ili ramnina. 

 Neka e dadeno homogeno kruto telo so 
specifi~na masa (gustina) 





== 3

.   .
m
kgconst

V
m

ρ  i dekartov koordinanten 

sistem oxyz, vo odnos na koj treba da se 
opredelat materijalnite momenti na 
inercija. Se izbira to~ka M so elementarna 
masa dm, ~ija polo`ba e opredelena so 
vektorot rr , odnosno koordinatite x, y i z 
(Sl.8.1.3). 

Planarnite materijalni momenti na 
elementarnata masa dm vo odnos na trite 
koordinatni ramnini se: 

r  

a) 

O 

z  

r  

b) 

O 

m m 

c) 

O 

z  
m 

x 

y 

d) 

O 

m 

x 

y 

y 

x 

2rmJz ⋅=  2rmJO ⋅=  2zmxy ⋅=Π  yxmJxy ⋅⋅=  

z  

Sl.8.1.3 
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dVdm ⋅= ρ  

y 
x 

rr  

y x 

z 
ry 

rx 

rz 
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dVydmyozxd
dVxdmxoyzd
dVzdmzoxyd

⋅⋅=⋅=Π

⋅⋅=⋅=Π

⋅⋅=⋅=Π

ρ

ρ

ρ

22

22

22

     (8.1.2) 

 
 So opredelen integral po volumenot na teloto se opredeluvaat 
planarnite materijalni momenti na inercija na materijalno telo; 

∫∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫

⋅⋅=⋅⋅=Π

⋅⋅=⋅⋅=Π

⋅⋅=⋅⋅=Π

VV

VV

VV

dVydVyozx

dVxdVxoyz

dVzdVzoxy

22

22

22

ρρ

ρρ

ρρ

    (8.1.3) 

 Aksijalnite materijalni momenti na inercija se opredeluvaat vo odnos 
na trite koordinatni  oski ox, oy i oz. 

 Elementarnite aksijalni materijalni momenti na inercija se: 

 

( )
( )
( ) dVyxdmrdJz

dVxzdmrdJy

dVzydmrdJx

z

y

x

⋅⋅+=⋅=

⋅⋅+=⋅=

⋅⋅+=⋅=

ρ

ρ

ρ

222

222

222

     (8.1.4) 

 Integralite po volumenot na materijalnoto telo gi opredeluvaat 
aksijalnite materijani momenti na inercija vo odnos na trite ortogonalni 
oski: 

( )

( )

( )∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

+=

+=

+=

V

V

V

dVyxJz

dVxzJy

dVzyJx

22

22

22

ρ

ρ

ρ

      (8.1.5) 

 Materijalniot moment na inercija vo odnos na koordinatniot po~etok O 
go opredeluva polarniot materijalen moment na inercija Jo. 

 Elementaren polaren materijalen moment na inercija: 

 ( ) dVzyxdmrdJo ⋅⋅++=⋅= ρ2222      (8.1.6) 

 Polarniot materijalen moment na inercija Jo se dobiva so opredelen 
integral po volumenot na materijalnoto telo, t.e 

( )∫∫∫ ++⋅=
V

dVzyxJo 222ρ       (8.1.7) 

 Ako se izvr[i komparacija pome\u materijalnite aksijalni i planarni 
momenti na inercija i polarniot materijalen moment na inercija, ]e se  
konstatiraat slednite zaemni zavisnosti: 
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( )

oyzozxJz
oxyoyzJy
ozxoxyJx

JzJyJxozxoyzoxyJo

Π+Π=
Π+Π=
Π+Π=

++=Π+Π+Π=
2
1

   (8.1.8) 

 Aksijalniot materijalen moment na inercija vo odnos na nekoja oska 
sekoga[ e pogolem od razlikata, a pomal od zbirot na aksijalnite materijalni 
momenti na inercija vo odnos na ostanatite dve oski, odnosno: 

 

JxJzJyJxJz
JzJyJxJzJy
JyJxJzJyJx

+<<−
+<<−
+<<−

      (8.1.9) 

 Centrifugalnite materijalni momenti na inercijata se opredeluvaat 
vo odnos na vzaemno normalnite koordinatni oski. Elementarnite 
materijalni momenti na inercija se dobivaat od proizvodot na elementarnata 
masa dm i rastojanijata vo odnos na originalnite oski, t.e: 

dVxzdmxzdJzx
dVzydmzydJyz
dVyxdmyxdJxy

⋅⋅⋅=⋅⋅=
⋅⋅⋅=⋅⋅=
⋅⋅⋅=⋅⋅=

ρ
ρ
ρ

     (8.1.10) 

 Integralite na ravenkite (8.1.10) gi opredeluvaat centrifugalnite 
materijalni momenti na inercija na teloto vo odnos na izbraniot koordinaten 
sistem: 

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅=

V

V

V

dVxzJzx

dVzyJyz

dVyxJxy

ρ

ρ

ρ

     (8.1.11) 

 Od izvedenite izrazi za opredeluvawe na materijalnite momenti na 
inercija, proizlekuva deka aksijalnite, polarniot i planarnite momenti 
na inercija sekoga[ se pozitivni (>0), a centrifugalnite mo`at da bidat 
pozitivni i negativni (> ili < 0). 

 So kvadraten koren na koli~nikot na aksijalniot materijalen moment na 
inercija i masata na teloto se definira poimot radius na inercija, na 
primer: 

m
Jziz =      (8.1.12) 

 Vrz osnova na ravenka (8.1.12) mo`e da se opredeli ravenkata: 

  miJz z ⋅= 2       (8.1.13) 
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 Od (8.1.13) mo`e da se zaklu~i deka za materijalnoto telo koe e 
postaveno na rastojanie zi  vo odnos na oskata na rotacijata, materijalniot 

moment na inercija ostanuva nepromenet. 

 Neka e daden materijalen sistem od n materijalni tela, diskretno 
raspredeleni vo prostorot (Sl.8.1.4). 

Planarnite materijalni momenti na 
inercija se: 

∑

∑

∑

⋅=Π

⋅=Π

⋅=Π

n

ii

n

ii

n

ii

ymozx

xmoyz

zmoxy

1

2

1

2

1

2

   (8.1.14) 

 

 Aksijalnite materijalni momenti na 
inercija se: 

( )

( )

( )∑

∑

∑

+=

+=

+=

n

iii

n

iii

n

iii

yxmJz

xzmJy

zymJx

1

22

1

22

1

22

   (8.1.15) 

 Polarniot materijalen moment na inercija e: 

( )∑ ++=
n

iiii zyxmJo
1

222     (8.1.16) 

 Centrifugalnite materijalni momenti na inercijata se: 

∑

∑

∑

⋅⋅=

⋅⋅=

⋅⋅=

n

iii

n

iii

n

iii

xzmJzx

zymJyz

yxmJxy

1

1

1

     (8.1.17) 
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8.2      MATERIJALNI  MOMENTI  NA  INERCIJA  VO  ODNOS NA  
PARALELNI  OSKI 

 
  

 Pred da se opredelat materijalnite momenti na inercija za paralelni 
oski potrebno e da se definira poimot sredi[te ili centar na masa na 
materijalno telo. Sredi[teto ili centarot na masite e to~ka od teloto vo 
odnos na koja stati~kiot moment na masata na teloto e ednakov na nula, t.e. 
masata e ednakova na nula, a toa zna~i deka masata vo odnos na ovaa to~ka e 
ramnomerno raspredelena. 

 So izbor na referenten koordinaten sistem Oxyz se definira 
polo`bata na sredi[teto, odnosno centarot C, preku radius vektorot Cr

r
 

opredelen od ravenkata: 

  
m

dVr

m

dmr
r Vm

C

∫∫∫∫∫∫ ⋅⋅

=

⋅

= )()(

rr

r
ρ

     (8.2.1) 

 Proekciite  na  vektorskata  ravenka  (1)  se  trite  koordinati: 

;)(

m

dVx
x V

C

∫∫∫ ⋅⋅

=

ρ

 ;)(

m

dVy
y V

C

∫∫∫ ⋅⋅

=

ρ

 ;)(

m

dVz
z V

C

∫∫∫ ⋅⋅

=

ρ

   (8.2.2) 

  

Za  opredeluvaw e na  paralelni  materijalni   momenti  na  inercija  se  
izbiraat  dva  paralelni  koordinatni  sistemi i toa: Cx'y'z'    Oxyz  (Sl.8.21). 

 Proizvolna  to~ka  M so elementarna  masa dm, ima  vektor  na  polo`ba  
rr   vo  odnos  na  Oxyz  i vektor  na  polo`ba  ρ

r
  vo  odnos  na Cx'y'z'. 

 Vrskite   pome\u vektorot  rr   i  ρ
r

  
se  dadeni  so  slednata  ravenka: 

 

 ρ
rrr

+= Crr    (8.2.3) 

  

Proekciite  na  vektorskata  ravenka  se: 

 

'
'
'

zzz
yyy
xxx

C

C

C

+=
+=
+=

   (8.2.4) 

  

kade  se:  .constxC = , .constyC =  i .constzC =  

  

x 

z 

y O 

x' 

z' 

y' C M 
dm 

ρ
r  

rr  cr
r  

yc 
xc 

zc 

Sl. 8.2.1 
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Aksijalniot   moment  na  inercija  vo  odnos  na  koordinatnata  oska  Ox: 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) '
222222

22

22

2222

''

''2

''2

''

xCC
VV

CC

VV
C

V
C

VV
C

V
C

V
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V
x

JmzydVzydVzy

dVzdVzzdVz

dydVyydVy

dVzzyydVzyJ

+⋅+=++⋅+=

=⋅+⋅⋅+⋅+

+⋅+⋅⋅+⋅=

=+++=+=

∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫

ρρ

ρρρ

ρρρ

ρρ

  (8.2.5) 

Izrazite: 0' =⋅∫∫∫ Vdy
V

ρ , 0' =⋅∫∫∫ Vdz
V

ρ  se rezultat od stati~kiot moment na  

masata  vo  odnos  na  sredi[teto  koj  e  ednakov  na  nula.  

 Materijalniot  moment na inercija vo odnos na koordinatnata oska  Ox  
se  izrazuva  vo  slednava  forma: 

    ( ) mzyJJ CCxx ⋅++= 22
'     

 (8.2.6) 

kade 'xJ  e materijalen  moment  na  inercija  za oskata  koja  minuva  niz  

centarot  C  i  e  nare~en  sopstven  materijalen  moment  na  inercija.  
Vtoriot  ~len, koj  zavisi  od  referentniot   koordinaten  sistem  Oxyz  vo  
odnos  na  koj  e  opredelen  centarot C,  go  definira  polo`beniot  
materijalen   moment  na  inercija.  Na  ovoj  na~in , spored  {tajnerovata  
teorema: Materijalniot   moment na  inercija  za nekoja  proizvolna  oska  
vo  teloto  e ednakov  na  zbirot  od sopstveniot materijalen moment na 
inercija za paralelna oska i polo`beniot materijalen  moment na  
inercija. 

Polo`beniot  materijalen  moment  na  inercija  se  opredeluva  so 
proizvodot na  masata  i  kvadratot  na  rastojanieto  pome\u  
razgleduvanata  oska  i  paralelnata  oska  vo  centarot  na  materijalnoto  
telo. 

Analogno  se  opredeluvaat   materijalnite  momenti  na  inercija  vo  
odnos  na  dopolnitelnite  koordinativni  oski  Oy i  Oz,  odnosno: 

   
( )
( ) myxJJ

mxzJJ

CCzz

CCyy

⋅++=

⋅++=
22

'

22
'

     (8.2.7) 

{tajnerovata  teorema  va`i  i  za  centrifugalnite  materijalni  
momenti  na  inercija. Za  izbraniot  referenten  koordinaten  sistem  Oxyz  se  
dobivaat slednite  centrifugalni  momenti  na  inercija:  

   

CCxzzx

CCzyyz

CCyxxy

xzmJJ
zymJJ
yxmJJ

⋅⋅+=

⋅⋅+=

⋅⋅+=

''

''

''

     (8.2.8) 
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8.3  MATERIJALEN MOMENT NA INERCIJA VO ODNOS NA PROIZVOLNA   
OSKA 

 
Neka e dadeno materijalno telo so materijalnite momenti na inercija  

Jyz,Jxy,Jz,Jy,Jx  i Jzx  opredeleni vo odnos na izbraniot koordinaten sistem  
OXYZ  (Sl. 8.3.1). Treba da se opredeli materijalniot moment na inercija 
vo odnos na proizvolna oska koja minuva niz koordinaten po~etok i ima 
pravec i nasoka opredeleni so ortot:   

kcosjcosicosp
rrrr

γ+β+α=                                               (8.3.1) 

 

Sl. 8.3.1 

Elementarniot materijalaen moment na inercija vo odnos na oskata p : 

222
p hdvhdmMMdmdJp ⋅⋅ρ=⋅=⋅=                                                (8.3.2) 

 Rastojanieto od to~kata M do pr : 
2

p
22

p
2 OMrMMh −==                                                              (8.3.3) 

 ili 

αγ−γβ−βα−

−+γ++β++α=

=αγ−γβ−βα−

−β+α+α+γ+γ+β=

=αγ−γβ−βα−

−γ−+β−+α−=

=αγ−γβ−βα−

−γ−β−α−++=

=γ+β+α−++=−++=
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coscoszx2coscosyz2coscosxy2

)cos1(z)cos1(y)cos1(x

coscoszx2coscosyz2coscosxy2

coszcosycosxzyx

)coszcosycosx(zyx)p,r()zyx(h

222222222

222222222

222222

222222222

222222222 rr

        (8.3.4) 
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So zamena na izrazot (8.3.4) vo (8.3.2) i po izvr[enata integracija se 
dobiva materijalniot moment na inercija vo odnos na proizvolnata oska p vo 
forma : 

∫∫∫∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫
⋅−⋅−⋅−

−+⋅++⋅++⋅==

VVV

VVV

zxdvyzdvxydv

dvyxdvxzdvzydJpJp

ραγργβρβα

ργρβρα

coscos2coscos2coscos2

)(cos)(cos)(cos 222222222

 

Definitivno se dobiva sledniot materijalen moment na inercija vo 
odnos na proizvolnata oska p : 

αγ⋅−γβ−βα⋅−

−γ⋅+β⋅+α⋅=

coscosJzx2coscosJyz2coscosJxy2

cosJzcosJycosJxJp 222

                      (8.3.5) 

Za da se prika`e promenata na matarijalniot moment na inercija so 
promenata na pravecot na oskata koja minuva niz referentnata to~ka 0 se 
koristi slednata geometriska interpretacija. 

Se izbira to~ka p na proizvolnata oska pr na rastojanie pr  vo odnos na 0,  

odnosno:  

P
p J

1r =                                                                   (8.3.6) 

Pravecot na ortot pr  e opredeleno so: 

ppp
p

p

ppp
p

p

ppp
p

p

JzJz
r
z

cos

JyJy
r
y

cos

JxJx
r
x

cos

===γ

===β

===α

     (8.3.7) 

 
 
 

 
 
Sl. 8.3.2 

 
So zamena na izrazite (8.3.7) vo izrazot (8.3.5) se dobiva slednata 

ravenka: 

1xzJ2yzJ2yxJ2zJyJxJ zxyzxy
2

z
2

y
2

x =⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅+⋅+⋅                (8.3.8) 

So ravenkata (8.3.8) e opredelena povr[inata na ellipsoid. Spored 
toa, krajot na vektorot prr  opi[uva  elipsoid koj e nare~en elipsoid na 

inercija, so pomo[ta na koj e definirana sostojbata na inercijata na 
materijalnoto telo.  
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Materijalniot moment na inercija pJ  e obratno proporcionalen so 

kvadratot na rastojanie, od centarot na elipsoidot do elipsoidnata 
povr[ina: 

2
p

p r
1J =                                                                (8.3.9) 

 
 

8.4   GLAVNI CENTRALNI OSKI, GLAVNI CENTRALNI MOMENTI NA 
INERCIJA,  ELIPSOID NA INERCIJA 

 
Oski koi pominuvaat niz centarot na masata na materijalno telo 

se nare~eni centralni oski, a momentite na inercija centralni momenti 
na inercija. (Sl. 8.4.1) 

 
Vo centarot  na masata mo`at da se 

oformat beskone~no mnogu ortogonalni 
koordinatni sistemi.  

Postoi eden ortogonalen 
koordinaten sistem , ζηξ ,,,C , vo odnos na 
koj materijalnite asijalni momenti imaat 
ekstremni vrednosti, a centrifugalnite 
se ednakvi na nula, odnosno: 

 
 

0JJJ,JJ,J,JJ minmax ===== ζξηζξηζηξ  (8.4.1) 

 
 

Oskite na koordinatniot sistem ζηξ ,,,C  se nare~eni glavni 
centralni oski, a momentite na inercija glavni centralni momenti na 
inercija. 

Ortogonalnite oski ηξ,  i ζ  sodr`at tri zaemno normalni poluoski 
na elipsoidot na inercija ba,  i c  nare~eni glavni poluoski, so osobini 

maxmin cc,bb,aa === , odnosno cba << . Glavnite poluoski se opredeluvaat 

pokraj glavnite centralni momenti na inercija: 

ζηξ

===
J
1c;

J
1b;

J
1a                                         (8.4.2) 

Ravenkata na elipsoidot na inercija se opredeluva vo odnos na 
glavnite centralni oski i se dobiva vo forma:  

1JJJ 222 =ζ+η+ξ ζηξ                                                (8.4.3) 

Od izrazite (8.4.2) se dobivaat glavnite centralni momenti na inercija 
vo funkcijata od poluoskite na elipsoidot na inercija: 

Sl. 8.4.1 
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222 c
1J;

b
1J;

a
1J === ζηξ                                      (8.4.4) 

So zamena na glavnite centralni momenti na inercija (8.4.4) vo ravenka 
(8.4.3) se dobiva ravenkata na elipsoidot na inercija vo segmenten oblik: 

1
cba 2

2

2

2

2

2

=
ζ

+
η

+
ξ                                                     (8.4.5) 

So ravenkite (8.4.3) i (8.4.5) se definira centralniot elipsoid na 
inercija preku glavnite centralni oski. So istiot e okarakterizirana 
sostojbata na inercijata na materijalnoto telo (Sl.8.4.2) vo odnos  na 
centralnite oski. 
 

 
Materijalnite momenti na inercija 

vo odnos na centralnite oski na teloto 
sekoga[ dostignuvaat najmali vrednosti 
(spored {tajnerovata teorema). 

 
Glavnite oski mo`at da se 

definiraat i vo odnos na bilo koja to~ka A 
od teloto, ako istata se usvoi za 
referentna to~ka. Opredeluvaweto na 
pravcite na glavnite oski e slo`ena 
zada~a. Vo dinamikata najgolema primena 
imaat simetri~nite tela ~ii oski na 
simetrija se sovpa\aat so glavnite 
centralni oski. 

Sl. 8.4.2 
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8.5.      PRESMETUVAWE NA MATERIJALNI  MOMENTI  NA  INERCIJA  PO 
METOD NA PRESECI 

 

 Vo soodveten referenten koordinaten sistem Oxyz razgleduvame 

homogeno materijalno telo so specifi~na volumenska masa 
V
m

=ρ .  

 

 

 

 

 

 

      Sl. 8.5.1 

Teloto go presekuvame so dve beskrajno bliski ramnini paralelni na edna od 
koordinatnite ramnini, na primer Oyz. 

Se oformuva beskrajno tenka plo~a so debelina dx, na rastojanie x od 
koordinatniot po~etok. Povr[inata na plo~ata ja ozna~uvame so A, volumenot 

dxAdV ⋅= , dodeka nejzinata masa iznesuva dxAdVdM ⋅⋅=⋅= ρρ . 

a) Materijalen moment na inercija okolu oskata Ox: 

Materijalen moment na inercija na plo~ata so debelina dx go dobivame kako 
proizvod od elementarnata masa dxdAdm ⋅⋅= ρ  i kvadratot od rastojanieto do 
oskata x: 

1
)(

2

)(

22
1 C

A
x

m A
xxC dxdArdxdxdArdmrdJdJx φρρρ ⋅⋅=⋅=⋅⋅=== ∫∫ ∫  

kade [to: 1Cφ - polaren moment na inercija na popre~niot presek 

Materijalen moment na inercija na teloto go dobivame so integracija na 
momentot na inercija na plo~ata po dol`ina l: 

∫∫ ⋅==
)(

1
)( l

C
l

dxdJxJx φρ     (8.5.1) 

b) Materijalniot moment na inercija na elementarnata plo~a okolu oskata 
Oy go dobivame kako zbir od sopstveniot moment na inercija okolu 
oskata y1 i polo`beniot moment na inercija vo odnos na oskata y: 

dxxAdxdAzxdxAdmzxdMdJdJy
Am

y ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅=⋅⋅⋅+=⋅+= ∫∫ 2

)(

2
1

22
1

2
1 ρρρ  

dxxAdAzdJy
A 











⋅+⋅= ∫ 2

)(

2
1ρ , pri [to: 

y 

z 

x C1 

x dx 

z1 

y1 
C1 

dAdm ⋅= ρ  
y1 

z1 rx O 
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1
)(

2
1 y

l

dAz φ=⋅∫  pretstavuva sopstven moment na inercija na popre~niot presek vo 

odnos na oskata Oy1. 

[ ]dxxAdJy y
2

1 ⋅+= φρ  

Materijalen moment na inercija na teloto go dobivame so integracija na 
momentot na inercija na plo~ata po dol`ina l: 

[ ]∫∫ ⋅+==
)(

2
1

)( l
y

l

dxxAdJyJy φρ     (8.5.2) 

Analogno se opredeluva i materijalniot mement na inercija vo odnos na 
oskata Oz: 

dxxAdxdAyxdxAdmyxdMdJdJz
Am

z ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅=⋅⋅⋅+=⋅+= ∫∫ 2

)(

2
1

22
1

2
1 ρρρ  

dxxAdAydJz
A 











⋅+⋅= ∫ 2

)(

2
1ρ , pri [to: 

1
)(

2
1 z

l

dAy φ=⋅∫  pretstavuva sopstven moment na inercija na popre~niot presek vo 

odnos na oskata Oz1. 

[ ]dxxAdJz z
2

1 ⋅+= φρ  

Materijalen moment na inercija na teloto go dobivame so integracija na 
momentot na inercija na plo~ata po dol`ina l: 

[ ]∫∫ ⋅+==
)(

2
1

)( l
z

l

dxxAdJzJz φρ     (8.5.3) 

 

 

Opredeluvawe na materijalni momenti na inercija na elementarni tela:  

1) Prizmati~no telo so dimenzii a/b/c  

Razgleduvame prizmati~no telo so dimenzii a/b/c. Negovata masa iznesuva 
cbaVM ⋅⋅⋅=⋅= ρρ . 

 

 

 

 

 

 

                       

Sl. 8.5.2 
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z 

x C C1 

y1 

z1 

a 

b 

c 

z1 

y1 
C1 

dAdm ⋅= ρ  
y1 

z1 rx 
c 

b 
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Geometriskite momenti na inercija na popre~niot presek vo odnos na oskite y1 
i  z1 iznesuvaat: 

12

12
3

1

3

1

bc

cb

z

y

⋅
=

⋅
=

φ

φ
      (8.5.4) 

polarniot moment na inercija iznesuva: 

 ( )22
111 12

cbbc
zyC +

⋅
=+= φφφ        (8.5.5) 

Momentot na inercija okolu oskata x go dobivame so zamena na ravenkata (8.5.5) 
vo ravenkata (8.5.1): 

( ) ( ) ( )2222

0

22

0
1 121212

cbbcaacbbcdxcbbcdxJx
aa

C +
⋅⋅

=⋅+
⋅

=⋅+
⋅

=⋅= ∫∫ ρρρφρ  

bidej]i masata na teloto ρρ ⋅⋅⋅=⋅= cbaVM , mo`e da se napi[e deka: 

( )22

12
cbMJx +=      (8.5.6) 

( )22

12
cbMJxJxC +==     (8.5.7) 

Momentot na inercija okolu oskata y go dobivame so zamena na ravenkata 
(8.5.4) vo ravenkata (8.5.2): 

[ ] ( ) ( )2222

0

2
3

2
1 4

12
4

1212
acMacabcdxxcbbcdxxAJy

a

a
y +=+=








⋅⋅+=⋅+= ∫∫ ρφρρ  

( )22 4
12

acMJy +=      (8.5.8) 

Momentot na inercija vo odnos na te`i[nite oski go dobivame so primena na 
{tajnerovata teorema za paralelni oski:  

( )
4

4
122

2
22

2 aMacMaMJyJyC
⋅

−+=





⋅−=  

( )22

12
acMJyC +=      (8.5.9) 

Analogno momentot na inercija okolu oskata z go dobivame so zamena na 
ravenkata (8.5.4) vo ravenkata (8.5.3): 

( )22 4
12

abMJz +=      (8.5.10) 

( )22

12
abMJzC +=      (8.5.11) 
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a) Dokolku visinata na prizmati~noto telo 0→a  se dobiva pravoagolna plo~a. 
Masata na plo~ata iznesuva cbM ⋅⋅= ρ , odnosno nejzinata specifi~na 

povr[inska masa 



= 2m

kg
A
M

ρ .  

 

 

 

 

 

 

 

Materijalnite momenti na inercija za pravoagolna plo~a go dobivame od 
ravenkite (8.5.7), (8.5.9) i (8.5.11) so zamena na relacijata  02 =a . 

        

( )22

12
cbMJxC +=  

       
12

2cMJyC
⋅

=       (8.5.12) 

       
12

2bMJzC
⋅

=  

 

b) Dokolku stranite na prizmata 0→b , 0→c  istata preminuva vo 
prizmati~en stap. Masata na prizmati~niot stap iznesuva lM ⋅= ρ , dodeka 

nejzinata specifi~na dol`inska masa 



=

'm
kg

l
M

ρ . 

 

 

 

 

 Materijalnite momenti na inercija za stapot gi dobivame so zamena na 
relaciite 02 =b  i 02 =c  vo ravenkite (8.5.7), (8.5.9) i (8.5.11)  

        0=CJx  

12

2aMJyC
⋅

=       (8.5.13) 

       
12

2aMJzC
⋅

=  

yc 

zc 

xc C 

z1 

y1 
C c 

b 
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2) Rotaciono telo  

Dokolku materijalna linija ( )xf  rotira okolu oskata x se dobiva rotaciono 
simetri~no telo. Radiusot na popre~niot presek na teloto e ednakov na 
vrednosta na funkcijata vo toj presek ( )xfr = .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Povr[inata na popre~niot presek iznesuva: 

( ) π⋅= 2xfA  

Geometriskite momenti na inercija na popre~niot presek vo odnos na oskite y1 
i  z1 iznesuvaat: 

4
)( 4

11
π

φφ
⋅

==
xf

zy      (8.5.14) 

polarniot moment na inercija iznesuva: 

2
)( 4

111
π

φφφ
⋅

=+=
xf

zyC     (8.5.15) 

Momentot na inercija okolu oskata x go dobivame so zamena na ravenkata 
(8.5.15) vo ravenkata (8.5.1): 

( ) ( ) ( )
∫∫∫ ⋅

⋅
=⋅

⋅
=⋅=

lll
C dxxfdxxfdxJx 4

4

1 )(
22

)( πρπ
ρφρ    (8.5.16) 

Momentot na inercija okolu oskite y i z go dobivame so zamena na ravenkata 
(8.5.14) vo ravenkata (8.5.2) i (8.5.3): 

( )
( ) ( )

( )
( )
∫

∫∫

⋅⋅+
⋅

==









⋅⋅+

⋅
=⋅⋅+==

l

ll
y

dxxxfxfJzJy

dxxxfxfdxxAJzJy

224

22
4

2
1

)(4)(
4

)(
4
)(

πρ

π
π

ρφρ

   (8.5.17) 

 

 

 

y 

z 

x C1 

y1 

z1 

a 

z1 

y1 

C1 

r 

)(xf  
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2.1) Cilindar: 

Dokolku funkcijata ( ) .constrxf ==  so nejzina rotacija okolu oskata x se 

dobiva cilindri~no telo lrV ⋅⋅= π2  ρπ ⋅⋅⋅= lrM 2 .  

 

 

 

 

 

 

 

 

Momentot na inercija okolu oskata x go dobivame od ravenkata (8.5.16) 

222

2
2

2

0

4 rMrlrdxrJx
l ⋅

=
⋅⋅⋅

=⋅
⋅

= ∫
πρπρ

 

bidej]i te`i[nata oska se poklopuva so oskata x momentot na inercija okolu 
istata se dobiva: 

2

2rMJxJxC
⋅

==      (8.5.18) 

Momentot na inercija okolu oskite y i z go dobivame od ravenkata (8.5.17) 

( ) ( )

( )22

22
23

2
4

0

224

43
12

43
123

4
42

4
4

lrMJzJy

lrlrlrlrdxxrrJzJy
l

+==

+
⋅⋅⋅

=⋅
⋅

+
⋅⋅⋅

=⋅⋅⋅+
⋅

== ∫
πρπρπρπρ

 

Momentot na inercija vo odnos na te`i[nite oski go dobivame so primena na 
{tajnerovata teorema za paralelni oski:  

( )
4

43
122

2
22

2 lMlrMlMJyJzJy CC
⋅

−+=





−==  

( )223
12

lrMJzJy CC +==     (8.5.19) 

a) Dokolku visinata na cilidarot 0→l  se dobiva kru`en disk. Masata na 
diskot iznesuva πρ ⋅⋅= 2rM , dodeka nejzinata specifi~na povr[inska masa 





= 2m

kg
A
M

ρ . Materijalnite momenti na inercija za kru`en disk gi dobivame 

od ravenkite (8.5.18), (8.5.19) so zamena na relacijata  02 =l . 

y 

z 

x C 

l 

z1 

y1 

C1 

r r 

constrxf ==)(  
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4

2
2

2

rMJzcJy

rMJx

C

C

⋅
==

⋅
=

    (8.5.20)        

b) Ako radiusot na cilindarot 0→r , istiot preminuva vo kru`en stap. 
Materijalnite momenti na inercija za stapot gi dobivame so zamena na 
relaciijata 02 =r   vo ravenkite (8.5.18), (8.5.19): 

        0=CJx  

12

2lMJzcJyC
⋅

==      (8.5.21)     

2.2) Konus 

So rotacija na prava so funkcija  ( ) .x
H
rxf =  okolu oskata x se dobiva konus.  

 

 

 

 

 

 

 

Volumenot na konusot iznesuva: HrV π2

3
1

= , dodeka negovata masa iznesuva 

3

2 HrVM πρ
ρ

⋅
=⋅=  

Momentot na inercija okolu oskata x go dobivame od ravenkata (8.5.16) 

( )

22
2

5

4

4

0

4
4

4

0

4

0

4

10
3

3
3

10

5222
)(

2

rMrHr

H
H
rdxx

H
rdxx

H
rdxxfJx

HHH

⋅=
⋅⋅⋅

=

⋅
=⋅

⋅
=⋅






⋅

=⋅
⋅

= ∫∫∫
πρ

πρπρπρπρ

 

2

10
3 rMJxJxc ⋅==  

Momentot na inercija okolu oskite y i z go dobivame od ravenkata (8.5.17) 

( )222
22

5

2

25

4

4

0

22
2

2
4

4

4

4
20

3
20
12

20
3

3

5
4

54
4

4

HrMHrHr

H
H
rH

H
rdxxx

H
rx

H
rJzJy

H

+
⋅

=







+

⋅⋅⋅⋅
=

=







+

⋅
=⋅








⋅+

⋅
== ∫

πρ

πρπρ

 

y 

z 

x C 

H 

r 

Hxc 4
3

=  

zc 

yc 

x
H
rxf =)(  
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Momentot na inercija vo odnos na te`i[nite oski go dobivame so primena na 
{tajnerovata teorema za paralelni oski:  

( )22
2

4
80

3
4
3 rHMHMJyJzcJyc +

⋅
=






−==  

 

2.3) Kru`na materijalna linija 

 

 

 

 

 

 

 

Masata na kru`na materijalna linija e ednakva na proizvodot od dol`inata i 

specifi~nata masa lM ⋅= ρ , Ottuka specifi~na dol`inska masa 



=

'm
kg

l
M

ρ .  

Masata na eden elementaren del so dol`ina ds  iznesuva dsdm ⋅= ρ  
Materijalnite momenti na inercija okolu podol`nata oska x go dobivame kako 
proizvod od masata na elementarniot del i kvadratot na rastojanieto do 
oskata x. dmrdJxc 2=  

so integrirawe na ovaa ravenka i so nejzino razvivawe vo polarni 
koordinati se dobiva: 

( )

223
2

0

222 22 rMrrrdrrdsrdmrJxc
lm

⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅== ∫∫∫ πρπρϕρρ
π

  

2rMJxc ⋅=  

Momentot na inercija okolu oskite y i z iznesuvaat: 

2

2rMJzcJyc ⋅
==  

Momentot na inercija vo odnos na oskata z1 koja se nao|a na podno`jeto od 
materijalnata linija se dobiva so primena na {tajnerovata teorema za 
paralelni oski: 

22
2

2
1 2

3
2

rMrMrMrMJycJy ⋅=⋅+
⋅

=⋅+=  

 

 

zc 

yc 

C 

r 

ds 

dϕ 
ϕ 

C1 

y1 

dm 
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9. DINAMIKA NA KRUTO TELO 

 
9.1  OSNOVNI ZADA^I VO DINAMIKA NA KRUTO TELO 
 
 Poimot kruto telo koj se koristi vo dinamikata pretstavuva ograni~en 
del od prostorot ispolnet so kontinualno raspredelena masa kade 
rastojanieto pome\u bilo koi to~ki od teloto, koe e pod dejstvo na sili, 
ostanuva konstantno. Se raboti za homogeno materijalno telo,  so specifi~na 

masa (gustina), .const
V
m

==ρ  

 Vo dinamika na kruto telo se izu~uvaat dve osnovni zada~i. 

 Prvata zada~a gi opredeluva silite koi dejstvuvaat na krutoto telo ako 
e dadeno negovoto dvi`ewe. 

 Vtorata zada~a sprotivna na prvata, ako se dadeni silite koi 
dejstvuvaat na krutoto telo i po~etnite uslovi na dvi`eweto se opredeluva 
zakonot na dvi`eweto. Vo nekoi slu~ai se odredeluvaat i dinami~ki reakcii 
na vrski vo kolku e krutoto telo povrzano so nekoi vrski. So primena na 
principot na osloboduvawe od vrskite, kruto telo e pod dejstvo na aktivni 
sili i reakcii na vrski. 

 Slobodno kruto telo vo prostor ima [est stepeni na sloboda, odnosno 
[est nezavisni parametri na dvi`ewe. Osven slobodnoto dvi`ewe postojat i 
ograni~eni dvi`ewa, usloveni od parametrite na dvi`eweto. 

 Vo dinamikata na kruto telo, posebno vnimanie ]e se posveti na 
translatornoto dvi`ewe, rotacijata okolu nepodvi`nata oska Oz i 
komplanoto dvi`ewe. 

 

9.2 DINAMIKA NA TRANSLATORNO DVI@EWE NA KRUTO TELO 

 

 Vo kinematikata na translatorno dvi`ewe na kruto telo se doka`a 
deka site to~ki od teloto se dvi`at na isti na~in, opi[uvaat ednakvi i 
paralelni traektorii i imaat isti brzini i zabrzuvawa. 

 Vo dinamikata na translatornoto 
dvi`ewe na kruto telo treba da se povrze 
dvi`eweto so inercijata (masata) na 
teloto i silite koi dejstvuvaat na istoto. 
Sekoe kruto telo sodr`i karakteristi~na 
to~ka vo odnos na koja masata na teloto e 
ramnomerno raspredelena, nare~ena 
centar na masata ili sredinite (C). 
Polo`bata na centarot na masata se 
opredeluva so dadenite izrazi: 

m

xdm
x m

C

∫∫∫
= ;       

m

ydm
y m

C

∫∫∫
= ;  

m

zdm
z m

C

∫∫∫
=  

x 

z 

y O 

C 

M 

cr
r

 

yc 

xc 
zc 

Sl. 9.2.1 

ar  Fd
r

 

dm 

ar  Fd
r

 

ar  Fd
r
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kade: CC yx ,  i Cz  se komponenti na vektorot: 
m

dmr
r m

C

∫∫∫ ⋅
=

r

r
 

 Neka sekoja to~ka (~estica) e pod dejstvo na elementarna sila 
admFd rr

⋅= . Za beskrajniot broj na elementarnite paralelni sili mo`e da se 
opredeli sredi[teto (centarot) na silite spored izrazot: 

m

dmr

dma

rdma

adm

radm

dF

rdF
r m

m

m

m

m

m

m
S

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫ ⋅

=
⋅

⋅⋅

=
⋅

⋅⋅

=

⋅

= )(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

rrrr

r
   (9.2.1) 

kade se : admdF ⋅= , a kzjyixr
rrrr

⋅+⋅+⋅=  

Centarot "S" na paralelnite beskrajno mali sili koi dejstvuvaat vo 
~esticite se sovpadna so centarot "C" na masata na krutoto telo, odnosno 

CS rr rr
= . Spored dokazot, mo`e da se konstatira deka sistemot na sili 

ni FFFF
rrrr

.........,......., 21  koi dejstvuvaat na 

krutoto telo imaat rezultanta koja 
dejstvuva vo centarot "C"  na masata ili na 
napadna linija koja minuva niz centarot 
na masata (Sl. 9.2.2). So toa e definiran 
dinami~kiot uslov na translatornoto 
dvi`ewe na kruto telo. 

Diferencijalnata ravenka na 
translatorno dvi`ewe se dobiva vo 
forma: 

R
dt

rdm C
rr

=2

2

    (9.2.2) 

kade e: ∑=
n

iFR
1

rr
 

Na vektorskata ravenka (9.2.2) odgovaraat tri skalarni  
diferencijalni ravenki: 

z
C

y
C

x
C

R
dt

zdm

R
dt

ydm

R
dt

xd
m

=

=

=

2

2

2

2

2

2

      (9.2.3) 

kade se: ∑=
n

ixx FR
1

; ∑=
n

iyy FR
1

; ∑=
n

izz FR
1

. 

 Diferencijalnite ravenki na translatornoto dvi`ewe na krutoto telo 
se vo ista forma so diferencijalnite ravenki na materijalnata to~ka. So toa 
se potvrduva deka translatornoto dvi`ewe na kruto telo mo`e da se 

x 

z 

y O 

C 

cr
r

 

Sl. 9.2.2 

1F
r

 

Fd
r

 

2F
r

 

iF
r
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opredeli so dvi`eweto na edna to~ka, a toa e centarot "C" na masata vo koja e 
skoncentrirana negovata masa. 

 So diferencijalnite ravenki (9.2.3) se re[avaat dvete zada~i vo 
dinamikata na kruto telo. So prvata zada~a se opredeluva rezultantata na 
silite koi dejstvuvaat na teloto vo slu~aj koga e dadeno negovoto dvi`ewe. 
Vtorata zada~a, se re[ava so integracija na diferencijalnite ravenki (9.2.3) 
i so koristewe na po~etnite uslovi na dvi`ewe 
( 0000000    ;   ;   ;   ;   ;   : CCCCCCCCCCCC zzyyxxzzyyxxtt &&&&&& ======= ), pri dadeni sili se 

opredeluva zakonot na dvi`eweto, preku parametrite 
( ) ( ) ( )     ;    ; tzztyytxx CCCCCC === .Translatornoto dvi`ewe na kruto telo ima tri 

stepeni na sloboda. 

 Vo dinamikata na translatornoto dvi`ewe se koristat i osnovnite 
zakoni vo dinamika na materijalna to~ka. Zakonot za promena na koli~estvoto 
na dvi`ewe pri kone~no pomestuvawe od po~etna polo`ba Co do krajna 
polo`ba  C1, mo`e da se napi[e vo forma: 

JKK
vrv

=− 01 , odnosno: 

        ∫ ⋅=⋅−⋅
t

t
CC dtRVmVm

0

01

rrr
     (9.2.4) 

i pouniverzalniot zakon, zakonot za promena na `ivata (kineti~kata) energija 
ATT =− 01 , odnosno: 

( )∫ ⋅=
⋅

−
⋅ )(

)(

0
2

1
2

0
22

C

C
C

CC rdRVmVm rr
    (9.2.5) 
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9.3  DINAMIKA NA KRUTO TELO PRI ROTACIJA OKOLU NEPODVI@NA 
OSKA Oz 

 

 Neka e dadeno kruto materijalno telo so homogena masa koe rotira okolu 
nepodvi`nata oska Oz pod dejstvo na sistemot od sili ni FFFF

rrrr
.........,......., 21 . Toa 

poka`uva deka dejstvoto od sistemot na silite se sveduva na glaven moment koj 

se sovpa\a so momentot okolu oskata Oz 01
0 ≠= z
F
z MM
r

. 

Komponentite na glavniot vektor na momentot 0M
r

 po odnos na oskite x i 

y i komponentite na glavniot vektor na silite R
r

 po x, y i z da se ednakvi na 
nula, odnosno 0===== zyxyx RRRMM . 

 Spored toa, dinami~ki uslov 
za da edno telo rotira okolu 
dadenata nepodvi`na oska e 
momentot okolu oskata da e 
razli~en od nula 0≠F

zM .  

  Zakonot na rotacijata  se 
opredeluva so agolot ( )tϕϕ = , agol 
na rotacija pome\u nepodvi`nata 
ramnina Oxz i podvi`nata ramnina 
Ox'z (Sl.9.3.1). Spored toa, treba da 
se oformi edna dinami~ka ravenka 
so koja ]e se povrze rotacijata so 
dejstvoto na silite i 
materijalnosta na teloto. Za 
izbrana proizvolna to~ka M so 
elementarna masa dm i brzina V

r
se 

definiraat dinami~kite 
karakteristiki: koli~estvo na 
dvi`ewe Kd

r
 i kineti~ki 

moment zld
r

, odnosno: 

TdKTdmhThdmTVdmVdmKd
rrrrrr

⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅=⋅= ωω   (9.3.1) 

KdmhKhdKKldld zz

rrrrr
⋅⋅⋅=⋅⋅=⋅= 2ω     (9.3.2) 

Intenzitetot na kineti~kiot moment na materijalnoto telo vo odnos na 
oskata z se dobiva preku izvr[enata integracija po volumenot na teloto: 

JzdVhdmhdll
Vm

zz ⋅=⋅⋅=⋅⋅== ∫∫∫∫∫∫∫ ωρωω
)(

2

)(

2    (9.3.3) 

kade e Jz - materijalen moment na inercija vo odnos na oskata z. 

So primena na zakonot za promena na kineti~kiot moment vo odnos na 
oskata z se dobiva:  

Sl. 9.3.1 
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( )

( ) MzJz
dt
d

Mzl
dt
d

z

=⋅

=

ω
 

za )(tωω =  .constJz =  

Mz
dt
dJz =
ω

, ili: 

Mz
dt
dJz =2

2ϕ
        (9.3.4) 

 So ravenkata (9.3.4) e opredelena dinami~kata ravenka pri rotacija na 
kruto telo okolu nepodvi`nata oska z, koja pretstavuva diferencijalna 
ravenka od vtor red za ~ie re[enie se potrebni po~etnite uslovi na dvi`ewe 
za t = to  0ϕϕ =  i 0ωω = , vo slu~aj koga e dadena vtorata zada~a vo dinamika na 

kruto telo. 

 Ako izrazot 2

2

dt
d ϕ

 se zameni so ε  se dobiva: MzJz =⋅ε , odnosno:  

Jz
Mz

=ε      (9.3.5) 

 Sleduva deka, aglovoto zabrzuvawe e proporcionalno so momentot Mz na 
sistemot od sili, a obratno proporcionalno so materijalniot moment na 
inercija Jz. Pogolem materijalen moment na inercija Jz se dobiva pomalo 
aglovo zabrzuvawe ε  i obratno. 

Za karakteristika za inercijata na materijalnoto telo koe rotira okolu 
nepodvi`na oska e materijalniot moment na inercija Jz. 

 Ako e constMz ±= , aglovoto zabrzuvawe isto taka e .0 const=±= εε , i 

teloto ]e izvr[uva ramnomerna promenliva (zabrzana ili zabavena) rotacija. 

 Za Mz = 0 i za 00 ≠= ωω  teloto ]e izvr[uva ramnomerna rotacija. 

 Teloto koe rotira okolu oskata Oz poseduva vo daden moment i 
kineti~ka energija  Ek = T, ~ija golemina se opredeluva na sledniot na~in: 

Elementarna ~estica, odnosno  to~ka M so elementarna masa dm sodr`i 

kineti~ka energija 
2

2VdmdT ⋅
= , odnosno:  

2

22 dmhdT ⋅⋅
=

ω
     (9.3.6) 

Po izvr[enata integracija vo volumenot na teloto se dobiva: 

2

22 dmhdT ⋅⋅
=

ω
     (9.3.7) 

Kineti~kata energija pri rotacija e opredelena so poluproizvodot na 
materijalniot moment na inercija i kvadratot na aglovata brzina. 
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 Neka to~kata M e pod dejstvo na sila F
r

 koja so tangentata na 
traektorijata zaklopuva agol α  (Sl.9.3.2). Vo slu~aj na elementarno 

zavrtuvawe ϕd vo daden moment, napadnata 

to~ka na silata se pomestuva i silata F
r

 
izvr[uva elementarna rabota dA, koja se 
opredeluva na sledniot na~in: 

( ) ϕα dhFdsFdsFrdFdA TT ⋅⋅=⋅=⋅⋅== cos, rr
,  

ili: 

ϕdMdA F
z ⋅=
r

   (9.3.8) 

 Elementarnata rabota pri rotacija na 
kruto telo okolu nepodvi`na oska se 
opredeluva od proizvodot na momentot od 
silite vo odnos na oskata na rotacijata Oz = 
z i agolot na elementarnoto zavrtuvawe ϕd . 

 Izvr[enata rabota na silite pri 
kone~no zavrtuvawe od polo`ba 0ϕϕ =  do 

krajna polo`ba ϕ  se dobiva vo forma: 

∫∫ ⋅==
ϕ

ϕ

ϕ
0

dMdAA F
z

r

   (9.3.9) 

 Zakonot za promena na kineti~kata energija pri rotacija vo 
diferencijalna forma se opredeluva preku diferencirawe na kineti~kata 
energija po vremeto t: 

ϕ

ϕε

ϕω

ω
ω

ω

dMdT
dJzdT

dt
dt
d

dt
dJzdT

dt
dJz

dt
dT

JzT

F
z ⋅=

⋅⋅=

⋅⋅=

⋅⋅=

⋅
=

2
2

2

2

 

dAdT =       (9.3.10) 

 Elementarniot prirast na kineti~kata energija e ednakov na 
elementarnata rabota na silite koja e opredelena od proizvodot na momentot 
od silite vo odnos na oskata na rotacija Oz i elementarno zavrtuvawe za 
agol ϕd . 

 Vo integralna forma zakonot za prirast (promena) na kineti~kata 
energija pri rotacija okolu nepodvi`nata oska e: 

∫∫ ⋅=
ϕ

ϕ

ϕ
00

dMdT F
z

T

T

r

 

Sl. 9.3.2 
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∫ ⋅=−
ϕ

ϕ

ϕ
0

0 dMTT F
z

r

 

∫ ⋅=
⋅

−
⋅ ϕ

ϕ

ϕ
ωω

0
22

2
0

2

dMJzJz F
z     (9.3.11) 

 Ako dinami~ka ravenka pri rotacija se pomno`i so elementarniot 
prirast na vremeto i se izvr{i integracija se dobiva zakon za promena na 
kineti~kiot moment vo odnos na oskata na rotacija: 

F
zM

dt
dJz r

=
⋅ ω

         / dt  

dtMdJz F
z ⋅=⋅
r

ω  

∫∫ ⋅=⋅
t

t

F
z dtMdJz

00

rω

ω

ω  

ili: 

∫ ⋅=⋅−⋅
t

t

F
z dtMJzJz

0

0

r

ωω  

∫ ⋅=−
t

t

F
zzz dtMll

0

0

r

     (9.3.12) 

Promenata (prirastot) na kineti~kiot moment vo odnos na oskata na 
rotacija e ednakov na impulsot od momentot na silite vo odnos na istata 
oska 
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9.4. DINAMIKA NA KOMPLANO DVI@EWE 

 

Vo kinematikata na komlanoto dvi`ewe na kruto telo se doka`a deka 
komplanoto dvi`ewe na kruto telo se zamenuva so komplano dvi`ewe na 
ramninska figura (Y) koja se dvi`i vo sopstvenata ramnina. So trite 
paramametri, kordinatite na polot na rotacija xA=xA(t); yA=yA(t); i agolot na 
rotacija na podvi`niot triedar ozna~en so ϕ=ϕ(t) napolno se opredeluva 
zakonot za komplano dvi`ewe (Sl .9.4.1). 

 Vo dinamikata na 
komplanoto dvi`ewe se voveduva 
materijalnost na teloto i 
dejstvoto na silite. Ako kruto telo 
so masa m e pod dejstvo na sistem 
od sili nFFF

rrr
...., 21 , se dvi`i vo 

prostor paralelno na ramninata 
Oxy, stanuva zbor za komplano 
dvi`ewe. Vo toj slu~aj masata na 
teloto e ramnomerna rasporedena 
vo odnos na ramninata na 
dvi`eweto odnosno ramninskata 
figura (Y) so centarot S na masata 
}e le`i vo ramninata na 
dvi`eweto. Isto taka i 

rezultantata na silite ∑=
n

iFR
1

rr
, 

le`i vo ramninata na dvi`eweto 
na ramninskata figura (Sl. 9.4.1) so toa se definirani dvata dinami~ki 
uslovi na komplanoto dvi`ewe. 

Vo dinamikata na komplanoto dvi`ewe centarot na masata S se 
usvojuva za pol na rotacija, to~ka niz koja pominuva zamislena oska na 
rotacija Cz koja e normalna na ramninata na dvi`eweto (Sl.9.4.1). Sistemot 
na sili ~ija rezultanta le`i vo ramninata na dvi`eweto se reducira vo 
odnos na centarot S na masata vo sila R

r
~ija napadna linija minuva niz 

centarot i moment na rotacija R
czM
r

od (Sl 9.4.2). 

 

 Vo ovoj slu~aj komplanoto dvi`ewe 
na ramna figura se dobiva od zbirot na 
translatornoto dvi`ewe pod dejstvo na 
rezultantata R

r
 na silite i rotacionoto 

dvi`ewe oklu oskata Cz pod dejstvo na 
momentot od silite R

czM
r

. 

Dinami~kite ravenki na komplanoto 
dvi`ewe na ramna figura se dobivaat vo 
sledna forma:  
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                                                                                                         (9.4.1) 

 

 

                                                      

Trite dinami~ki ravenki se diferencijalni od vtor red za ~ie 
re{enie potrebni se po~etni uslovi  na dvi`eweto odnosno za t=t0 xC=xC0; 
yC=yC0; ϕ=ϕ0; 000c ;;X ωω === ccc YYX &&&& . 

Integralite na diferencijalnite ravenki zaedno so po~etnite uslovi 
na dvi`ewe }e go opredelat zakonot na komplanoto dvi`ewe so ravenkite: 
xC=xC(t); yC=yC(t); ϕ=ϕ(τ). So toa e re{ena vtorata zada~a od dinamikata na 
komplanoto dvi`ewe na kruto telo. 

 Mnogubrojni zada~i vo dinamikata na komplanoto dvi`ewe se 
re{avaat so primena na zakonot za promena na kineti~kata energija. 

Kineti~kata energija pri komplanoto dvi`ewe na kruto telo se 
opredeluva od zbirot na kineti~kata na translatornoto dvi`ewe i 
kineti~kata energija od rotacijata okolu rotacionata oska Cz:   

22222

2
1)(

2
1

2
1

2
1

ϕω &&& czccczc JyxmJmVT ++=+=    (9.4.2) 

Ako e definirana polo`bata na momentalniot pol na rotacija “P” 
)0( =pV

r
, kineti~kata energija se dobiva preku rotacijata okolu momentalniot 

pol odnosno : 

T= 2

2
1

ωpzJ       (9.4.3) 

 Dokaz: Ako to~kata P se usvoi za pol na rotacija, materijalniot moment 

na inercija : pzJ = czJ +m
2

CP  

So zamena na materijalniot moment na inercija JPZ vo ravenka (9.4.3) se 
dobiva:  

222222

2
1

2
1)(

22
1)(

2
1

c
mVJCPmJCPmJT czczcz +⋅=+⋅=⋅+= ωωωω  

Zakonot za promena na kineti~ka energija vo diferencijalna forma se 
opredeluva so diferencirawe po vremeto na izrzot (9.4.2) odnosno:  

ϕϕ &&&&&&&&& 2
2
1)22(

2
1

czcccc Jyyxxm
dt
dT

++=  

za: czczycxc MJRymRxm === ϕ&&&&&& ,,  se dobiva: 

dt
dM

dt
dyR

dt
dxR

dt
dT

cz
c

y
c

x

ϕ
++=  

odnosno: 

R
czcz

y
c

x
c

M
dt
dJ

R
dt

ydm

R
dt

xdm

r

=

=

=

2

2

2

2

2

2

ϕ
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czMR

czc

dAdAdT

dMrdRdT

+=

+=
r

rr
ϕ),(

      (9.4.4) 

 So ravenkite (9.4.4) e definiran zakonot za promena na kineti~ka 
energija pri komplanoto dvi`ewe vo diferencijalna forma koja glasi: 
Elementarniot prirast na kineti~kata energija e rezultat od zbirot na 
elementarnata rabota na rezultantata od silite koi dejstvuvaat i 
elementarnata rabota od momentot na istite vo odnos na oskata na 
rotacija.   

 Vo integralna forma pri kone~no pomestuvawe i kone~na rotacija, 
zakonot za promena na kineti~kata energija se dobiva so izrazot : 

T1-T0= czMR AA +
r

      (9.4.5) 

 Kineti~kata energija vo po~etniot i krajniot moment na dvi`ewe se 
opredeluva spored izrazot (9.4.2), a rabotata na rezultantata na silite pri 
kone~no pomestuvawe na centarot S i rabotata na momentot na silite vo 
odnos na rotacionata oska Cz pri kone~no zavrtuvawe vo istiot vremenski 
interval, se dobiva so izrazite: 

∫∫∫ +===
)(

)(

)(

)(

)(

)(

1

0

1

0

1

0

),(
C

C
cyycxx

C

C
c

C

C

RR drRdrRrdRdAA rr
     (9.4.6) 

∫∫ ==
1

0

1

0

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕdMdAA cz
MM cz       (9.4.7) 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
GLAVA 10 

 

DINAMIKA NA 
MATERIJALNI SISTEMI. 
PRINCIPI VO DINAMIKA 
NA MATERIJALNI SISTEMI 



 10.1 

10.1  DIFERENCIJALNI  RAVENKI  NA  DVI@EWE  NA MATERIJALEN  
SISTEM  

 

Materijalen  sistem  pretstavuva  zbir  od  materijalni  tela  ili  
materijalni  to~ki  koi  se  zaemno  povrzani  so  pomo[  na  vrski  taka  da  
dvi`eweto  na  sekoe  telo  ili  to~ka  e  zavisno  od  dvi`eweto  na  ostanatite  
tela  ili  to~ki  od  sistemot. Vo  dinamikata  na  materijalni  sistemi  treba  
da se izu~i   dvi`eweto  kako  rezultat  od  dejstvoto  na  ostanatite    tela  ili  
to~ki   koi ne  se  sostaven  del  na  sistemot. Dejstvoto  od  ovie  tela  (to~ki) se  
izrazuva  preku  sili, koi  se  nare~eni nadvore[ni sili S

iF
r

.  Nadvore[nite  

sili mo`at da bidat aktivni ),,( VrtFF
rrrr

=   i reakcii na vrski (dobieni so 
koristewe na principot na osloboduvawe od vrski). Istite ]e vlijaat vrz  
dvi`eweto na materijalniot  sistem. No, osven  nadvore[nite  sili,  
materijalniot  sistem e  pod  dejstvo  i  na  vnatre[ni  sili U

iF
r

 koi  se  

posledica  na  vzaemnoto  dejstvo  pome\u  telata i  to~kite  na  materijalniot  
sistem  (III  Wutnov  zakon). 

 Primer,  klipniot  mehanizam A,B,C koj  se  dvi`i  komplano  e  pod  
dejstvo  na  horizontalna  sila SF

r
 vo  to~kata  C i istata pridonesuva  za  

promenata  na  negovata  polo`ba 
(Sl.10.1.1). Horizontalnoto  
pomestuvawe  na  to~kata  C,  ]e  
ovozmo`i  materijalniot  stap  
AB  da  vr[i  rotacija  okolu  

oska  koja  minuva  vo  
nepodvi`nata   potpora A,  a  
materijalniot  stap  BC  da se  
dvi`i  komplano  vo  ramninata  
Oxy.  

 Materijalniot  sistem  ABC,  koj  e oformen od  kruti  materijalni 
stapovi vzaemno  povrzani so  zglob, nepodvi`na  potpora A i lizga~ vo C  
sodr`i  i  vnatre[ni  sili  U

iF
r

, toa se  dve  ednakvi  i  sprotivni  sili  koi  

dejstvuvaat  pome\u telata  od  sistemot. Na  primer, pome\u dvata stapa  vo  
zglobot (Sl.10.1.1) kade e  U

BF 2

r
= U

BF 1

r
−  ili UF12

r
= UF21

r
− . So UF12

r
e  ozna~en pritisokot  

na stap (1) od dejstvoto na stapot  (2) i  sprotivno  so  UF21

r
 pritisokot  na stapot 

(2) od stap (1). Mo`e da se zaklu~i deka 
vnatre[nite  sili sekoga[ se pojavuvaat  vo  paren  
broj  i  vzaemno  se  poni[tuvaat. Neka  
materijaleniot  sistem  A,B,C  se  razdvoi  vo  B na  
dva  dela  i  neka  se  razgleda  ostatokot  AB 
(Sl.10.1.2). Vlijanieto  od   stapot  (2)  vrz  (1)   se  
prenesuva  preku  silata   12F

r
 koja  stanuva 

nadvore[na  i  aktivna  sila  na  stapot  (1), 
odnosno 2BF

r
= SF12

r
. 

 Podelbata  na  silite  na  vnatre[ni  i  nadvore[ni  e  uslovena  vo  zavisnost   
od  pripadnosta na  poedinite  tela  na  materijalniot  sistem.  

B 

ω 

A 

ϕ(t) 

C 

2 1 

SF
r

 

uu
B FF 122

rr
=  

uu
B FF 211

rr
=  

x 

y 

Sl.10.1.1 

B 

A 

ϕ(t) 

1 SS
B FF 122

rr
=  

Sl.10.1.2 
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 Neka  e  daden  sistem  od  n  
materijalni  to~ki  so  masi  m1,m2,... mi,... 
mn i  neka  sekoja  to~ka  e  pod  dejstvo  
na  rezultanta  od  nadvore[ni  sili 

S
iF

r
. Vzaemnoto  povrzuvawe  pome\u  

poedinite  materijalni  to~ki  e  
ovozmo`eno  od  dejstvo  na  
vnatre[nite  sili (Sl.10.1.3). 

Vnatre[nite sili pome\u dve izbrani 
to~ki  mi  i   mk se ednakvi po  intenzitet 
i  pravec, a  sprotivni po nasoka,  
odnosno: 

U
Ki

U
iK FF

rr
−=    (10.1.1) 

kade  e U
iKF

r
 sila  preku  koja  e  izrazeno  dejstvoto na to~kata  mi  od to~kata  mk, 

i  sprotivno  so U
KiF

r
  e izrazeno dejstvoto na to~kata mk od  to~kata  mi 

(Sl.10.1.4). 

Od  vzaemnoto  ednakvo  dejstvuvawe  na  poedinite  
to~ki  od  sistemot  mo`e  da  se  zaklu~i deka  
vnatre[nite  sili  se pojavuvaat  vo  paren  broj  i  
za  vkupniot  sistem  vektorskiot (geometriski)  
zbir  e  ednakov  na  nula  odnosno: 

                                   

∑ ==
n

uu
iK RF

1
0

rr
  (10.1.2) 

 Ako  ravenkata  (10.1.2)  se  pomno`i  vektorski  so  vektorot  na  
polo`bata  ir

r ,  se  dobiva  slednava  vektorska  ravenka: 

     [ ]∑ ∑ ==
n n

u
i

u
iKi MFr

1 1
0 0,

rrr
   (10.1.3) 

So ravenkata (10.1.3) se doka`a deka vlijanieto od momentite na vnatre[nite 
sili na materijalniot sistem vo odnos na koordinatniot po~etok polot O, a vo 
odnos na bilo koj izbran pol sekoga[ e ednakvo na nula. 

 Diferencijalnite ravenki  na  
dvi`ewe na poedinite to~ki od  
sistemot (koristej]i go principot na 
osloboduvawe) se dobivaat spored 
Vtoriot Wutnov zakon (Sl.10.1.5). 

u
i

S
ii FFam

rrr
+=   ( ni .....3,2,1= ) (10.1.4) 
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vnatre[ni sili. 

So izvr[eno proektirawe na ravenkata (10.1.4) vo odnos na 
koordinatniot sistem Oxyz se dobivaat slednite diferencijalni ravenki:  

u
iz

S
iz

i
i

u
iy

S
iy

i
i

u
ix

S
ix

i
i

FF
dt

zdm

FF
dt

ydm

FF
dt

xdm

+=

+=

+=

2

2

2

2

2

2

  ( ni .....3,2,1= )   (10.1.5) 

So po~etnite uslovi na dvi`eweto na materijalnite to~ki od sistemot i po 
izvr[enata integracija na trite diferencijalni ravenki napolno se 
opredeluva dvi`eweto na materijalniot sistem. No trite koordinati na 
materijalniot sistem se pot~ineti na ravenki na vrski ~ii broj iznesuva s . 
Spored toa, ravenkite na vrski mo`at da se izrazat vo slednava forma:  

( ) 0,,,.......,, 111 =nnnj zyxzyxf  ( sj .....3,2,1= )   (10.1.6) 

Sleduva deka "s" koordinati se zavisni od (3n-s) koordinati koi ostanuvaat 
kako nezavisni i nivniot broj e k, odnosno: 

snk −= 3      (10.1.7) 

So brojot "k" se odreduva stepenot na sloboda na materijalniot sistem. 

 Vo dinamika na materijalni sistemi se sre]avaat pove]e vidovi na 
materijalni vrski. Vidovite na vrski koi se koristat vo dinamikata na 
materijalna to~ka, ]e se koristat i vo dinamikata na materijalni sistemi. 

 Pri integracijata na diferencijalnite ravenki i vklu~uvaweto na 
vlijanieto na vrskite na koi e pot~inet materijalniot sistem, se naiduva na 
problemi od matemati~ki karakter. Zatoa vo dinamikata na materijalni 
sistemi se oformuvaat op[ti (zaedni~ki) ravenki na dvi`ewe na 
materijalnite sistemi koi proizleguvaat od op[tite zakoni vo dinamikata vo 
koi se sodr`ani zbirnite dinami~ki karakteristiki na sistemot. 
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10. 2 VIRTUELNO OVOZMO@ENO  POMESTUVAWE NA MATERIJALEN 
SISTEM  

 
 

 Pod  virtuelno ovozmo`eno  pomestuvawe  na  materijalen  sistem  se  
podrazbira  sekoe  zamisleno beskone~no  malo  pomestuvawe na  negovite  
to~ki  koi  vo  dadena  polo`ba  (daden  moment na vreme) go  dozvoluvaat  
vrskite  na  koj  e  izlo`en  istot. So virtuelnoto pomestuvawe ne treba da 
bide promeneta dadenata polo`ba na materijalniot sistem. 

 Slobodna  to~ka  vo  prostor  
ima   beskrajno  mnogu  virtuelni 
ovozmo`eni  pomestuvawa  bez da 
bide promeneta nejzinata polo`ba 
(Sl.10.2.1). Ako so rr δ  se ozna~i 
nejzinoto virtuelno pomestuvawe, 
toga[ elementarnite proekcii na 
ovoj vektor vo Dekartoviot 
koordinaten sistem se δx, δy, δz, 
odnosno: 

kzjyixr
rrrr

⋅+⋅+⋅= δδδδ  (10.2.1) 

 Ako  to~kata M  e  pod  dejstvo  
na sila F

r
 vistinskoto elementarno 

pomestuvawe vo dadena polo`ba  rdr
 ]e 

se sovpadne so edno od beskone~nite 
virtuelni pomestuvawa (Sl.10.2.2). 

 Virtuelnite pomestuvawa ne 
zavisat od dejstvoto na silite, a 
zavisat od vrskite na koi e izlo`ena 
materijalnata to~ka. Na primer, 
neslobodna materijalna to~ka koja e  
prinudena  da se  div`i  po  
stacionarna  holonomna  vrska  f(x,y,z) = 
0, za  nejzino virtuelno ovozmo`eno  

pomestuvawe  rr δ  mo`e  da  se  usvoi  sekoe  beskone~no  malo  pomestuvawe  vo  
okolinata  na  polo`bata  na  to~kata  M  bez  da  ja  naru[i,  odnosno  napu[ti  

povr[inata  (Sl.10.2.3) 

kzjyixrMM
rrrr

⋅+⋅+⋅== δδδδ'  

 To~kata  M' mora  da  ostane na povr[inata, i   
nejzinite  koordinati treba  da  ja  zadovolat  
ravenkata  na  vrska: 

  0),,( =+++ zzyyxxf δδδ     (10.2.2) 

 Ako  ravenkata se  razvie  po Tajlorov  red  i  se  
isklu~at  ~lenovite od  vtor  i  povisok  red, kako  
nezna~itelni,  se  dobiva: 

M 

Sl.10.2.1 

z 

x 

y 
O 

rr  

rrδ  

rrδ  

rrδ  

rrδ  

Sl.10.2.2 

z 

x 

y 
O 

rr  

rdr
 

F
r

 

kdzjdyidxrd
rrrr

⋅+⋅+⋅=  

M 

Sl.10.2.3 

O 

rr  

rrδ  
M M' 
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0),,( =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+ z
z
fy

y
fx

x
fzyxf δδδ      (10.2.3) 

za  f(x,y,z) = 0, sleduva  deka:   

0===
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ fdfz

z
fy

y
fx

x
f

δδδδ      (10.2.4) 

Od  ravenstvoto   (10.2.4)  mo`e  da se  zaklu~i  deka  totalniot  
diferencijal  na  funkcijata ),,( zyxf   e ednakov na  nula  odnosno 0== fdf δ . 

 Ako  totalniot  diferencijal  na  ravenkata  na  vrska  e  ednakov  na  
nula, toga[  elementarnite  prirasti  na  koordinatite yx δδ ,  i  zδ  se nare~eni  
varijacii. Spored toa, varijaciite se komponenti  na  virutelno  elementarno  

pomestuvawe rrδ  koe e razli~no od 
vistinskoto elementarno 
pomestuvawe rdr

.  

Ravenkata  (10.2.4)   mo`e  da se  
napi[e  vo  sledna  forma: 

    
 ( ) 0, =rgradf r

δ   (10.2.5) 

 Sleduva  deka  virtuelnoto 
ovozmo`eno elementarno   
pomestuvawe   od  vrskata na koja e 
pot~ineta materijalnata to~ka 
neophodno e da bide  normalno  na  
gradentot  na  povr[inata  i   da  le`i  
vo  tangencijalnata   povr[ina   vo  
to~ka  M  (Sl.10.2.4). 

Ovozmo`enite pomestuvawa od vrskata sekoga[ se virtuelni i 
elementarni (beskrajno  mali)  za  da materijalnata to~ka ne ja napu[ti 
vrskata. 

 So  voveduvawe  na  ovozmo`enite  pomestuvawa  efektot od  vrskata  e  
geometriski,  odnosno   kinemati~ki. 

Neka  e  daden   materijalen  sistem  
od  n  materijalni  to~ki ( )ni mmmm ,....,...2,1   

koi  se pot~ineti  na  s  stacionarni  
holonomni  vrski (Sl.10.2.5) ~ii  ravenki  
se: 

0),,,...,,,...,,(
.
.

0),,,...,,,...,,(
0),,,...,,,...,,(

111

1111

1111

=

=
=

nnniiis

nnniii

nnniii

zyxzyxzyxf

zyxzyxzyxf
zyxzyxzyxf

      

      
      

     (10.2.6) 

 Vrskite pome\u komponentite na 
virtuelnite pomestuvawa (varijaciite)  na  

M 

Sl.10.2.4 

z 

x 

y 
O 

rr  

rrδ  

rrδ  

rrδ  

gradf  

mi 

Sl.10.2.5 

z 

x 

y 
O 

ir
r

 

ir
r

δ  

nr
r

δ  

2r
r

δ  

1r
r

δ  

m1 

m2 

mn 
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sistemot  ]e  proizlezat  od  uslovite  za  "s"-te  totalni  diferencijali  na 
dadenite ravenki  na vrski da bidat ednakvi na nula, odnosno: 

0).........(

.

.

0).........(

0).........(

1
1

1
1

1
1

222
1

1

2
1

1

2
1

1

2
2

111
1

1

1
1

1

1
1

1

1
1

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∂

n
n

s
n

n

s
n

n

ssss
s

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

z
z
fy

y
fx

x
fz

z
fy

y
fx

x
ff

z
z
fy

y
fx

x
fz

z
fy

y
fx

x
ff

z
z
fy

y
fx

x
fz

z
fy

y
fx

x
ff

δδδδδδ

δδδδδδ

δδδδδδ

    

    

    

  (10.2.7) 

 Sekoe  ovozmo`eno  pomestuvawe  na  to~kite na sistemot e opredeleno 
po   analiti~ki pat so varijaciite ii yx δδ ,  i izδ (i = 1,2,.....n)  koi   gi  zadovoluvaat  

"s"-te  ravenki.  Sleduva  deka  "k"  varijacii  ostanuvaat  nezavisni  i   mo`at   
da  se  usvojat  za   proizvolni  i  razli~ni  od   nula, kade snk −= 3 . 

 "S"-te  varijacii  se   zavisni  od "k"-te nezavisni  varijacii  i  se  
opredeluvaat  od  ravenkite  (10.2.7).  

 Materijalen  sistem  so  k  stepeni  na  sloboda,  sodr`i "k" nezavisni 
virtuelni pomestuvawa (varijacii), koi se razli~ni od nula, odnosno ;01 ≠δ  

;02 ≠δ  .0..;.......... ≠kδ  

 Za  opredeluvawe  na  virtuelnite  pomestuvawa  na  materijalen  
sistem, a osobeno za liniski  materijalni sistemi (mehanizmi so eden  stepen  
sloboda)   se koristat poimovite virtuelni  brzini  na  poeidinite to~ki  od  
mehanizmot. So  pomo[ta  na   momentalnite  polovi  na  virtuelnite   brzini  
na  poedinite  kruti  plo~i  se  opredeluvaat   geometriskite  zavisnosti   
pome\u  virtuelnite  pomesutvawa.  Za  sistemi  so  eden  stepen  na  sloboda,  
postoi  samo  edno  nezavisno  virutelno   pomestuvawe  01 ≠δ , a  ostanatite   se  

opredeluvaat  po  geometriski  pat  vo  zavisnost   od  1δ .  

 Primer:  Za  dadenata  polo`ba  na   mehanizmot  da se  opredelat  
virtuelnite   pomestuvawa. 

Virtuelnite brzini 
na karakteristi~nite 
to~ki se: 

;;

;;

dt
GV

dt
CV

dt
BV

dt
AV

GC

BA

r
r

r
r

r
r

r
r

δδ

δδ

==

==
 

  

 

 

Intenzitetite se: 

A 

G P2 P1 

AV
r

 

BV
r

 

Bδ  

Cδ  
CV
r

 

1δϕ  
1ω  

B B' 

G' 
Gδ  

2δϕ  

2δϕ  
2δϕ  

2ω  D 
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;;;;
dt

V
dt

V
dt

V
dt

V G
G

C
C

B
B

A
A

δδδδ
====  

Neka za nezavisno virtuelno beskrajno malo zavrtuvawe se usvoi: 

( )00 11 ≠≠= ωδϕδϕ     .   

Za  dadenata polo`ba  na  sistemot  se  dobiva  virtuelna  ovozmo`enata   
polo`ba: ',',' 22 BPPGAG  i '2CP  so koja ne e naru[ena (promeneta) dadenata 

polo`ba DBGDAG ,,  i DC . 

 Virtuelnite  pomestuvawa  na  karakteristi~nite to~ki se: 

BPB 22 ⋅= δϕδ , BPC 22 ⋅= δϕδ , GPGPG 111 ⋅=⋅= δϕδϕδ  

Od vzaemnoto pomestuvawe na diskovite 1 i 2 se dobiva 2δϕ : 

GPGPGG G 2211' ⋅=⋅== δϕδϕδ , sleduva: 

1
2

1
2 δϕδϕ

GP
GP

=  

 

10. 3  VIRTUELNA RABOTA. IDEALNI  VRSKI  

 

 Virtuelna rabota e rabotata na sila dobiena pri virtuelnoto 
ovozmo`eno elementarno pomestuvawe na nejzinata napadna to~ka. Se raboti 
za elementarna rabota, ozna~ena so Aδ , i opredelena po analogija na 
definicijata za elementarna rabota na sila, odnosno: 

( )rFA rr
δδ ,=   (10.3.1) 

 Vo Dekartoviot koordinaten sistem 
ravenkata (10.3.1) mo`e da se izrazi vo 
sledna forma: 

zFzyFyxFxA δδδδ ⋅+⋅+⋅=  (10.3.2) 

Za to~ki od materijalniot sistem 
koi se izlo`eni na virtuelni ovozmo`eni 
pomestuvawa, virtuelnata rabota na 
silite koi dejstvuvaat vrz sistemot se 
dobiva so sumata na virtuelnite raboti na 
poedinite sili, (Sl.10.3.1), odnosno: 

 

( ) ( )∑∑∑ ⋅+⋅+⋅==
n

iziiyiixi

nn

i zFyFxFrFA
111

, δδδδδ
rr

  (10.3.3) 

Efektot od vrskite na materijalniot sistem se manifestira vrz 
zabrzuvaweto na poedinite to~ki od sistemot, kako rezultat od reakciite na 
vrskite koi mo`at da bidat idealni ili realni.  

Sl.10.3.1 

z 

x 

y 
O 

rr  

rrδ  

F
r

 mi 
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Idealni vrski se definiraat so pomo[ta na virtuelnata rabota na 
reakciite na vrskite. Za idealna vrska se usvojuva vrskata kaj koja e 
zadovolen uslovot virtuelnata rabota na reakcijata na vrskata pri virtuelno 
ovozmo`eno pomestuvawe na nejzinata napadna to~Ka da e ednakvio na nula, 
odnosno: 

 ( ) 0, == WW rFA rr
δδ       (10.3.4) 

Za idealni vrski koi se koristat vo dinamikata na materijalnite 
sistemi mo`at da se navedat slednive:  

Kruta  plo~a  (disk) potpren vo to~kata A na nepodvi`en zglob (Sl.10.3.2). 

  

 

Virtuelnoto ovozmo`eno pomestuvawe na 
to~kata A e 0=Arδ . Sleduva deka i virtuelnata 
rabota 0=Aδ , odnosno:  

( ) 0cos, =⋅⋅== AAAAA rRrRA αδδδ
rr

     (10.3.5) 

 

 

Kruta  plo~a (disk) potpren vo to~kata B na 
podvi`na  potpora  (le`i[te) (Sl.10.2.3). 

 

 

 

Virtuelnoto ovozmo`eno pomestuvawe e Brr δ  
e ortogonalno so reakcijata na vrskata RB. Sleduva 
deka i virtuelnata rabota na reakcijata na vrska 

0=Aδ (Sl.10.3.3).  

( ) 090cos, =°⋅⋅== BBBB rRrRA δδδ
rr

  (10.3.6) 

 

 

Podvi`en  zglob koj  povrzuva  dve kruti plo~i 1 i 2. 

Vo zglobot "G" zaemnoto dejstvo od 
dvatadiska, (spored tretiot Wutnov zakon ) e 
opredeleno so dve sprotivni  i  ednakvi  sili 

UU FF 2112

rr
−= . Ako zglobot G virtuelno se pomesti, 

rabotata na vnatre[nite sili: 

( ) ( ) 0,, '21'122112 =⋅−⋅=+= GGG
U

G
U FFFFA δδδδδ rr

rr
 

(10.3.7) 

Materijalna to~ka koja le`i na idealna 

Sl.10.3.2 

A 

δϕ  

0≠AR
r

 

0
0

≠
=

δϕ
δ Arr

 

Sl.10.3.3 

B Br
r

δ  

0≠BR
r

 

0≠Br
r

δ  

Sl.10.3.4 

G 
UF12

r
 

0≠Gδ  

UF21

r
 

'Gδ  

1 

2 
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holonomna stacionarna povr[ina f(x,y,z) = 0 
 

Reakcijata na vrskata NFR
rr

=  e 

kolinearna so gradf , virtuelnoto ovozmo`eno 

pomestuvawe rrδ e ortogonalno na R
r

. 
Virtuelnata rabota e: 

( ) 0, == rFA N
rr

δδ     (10.3.8) 

 

 

Lizgawe na telo po glatka ramnina 

Reakcijata na vrskata odnosno od ramninata NF
r

 e 

normalna na pomestuvaweto, odnosno na ovozmo`enoto 
virtuelno pomestuvawe (pomestuvawe  vo  daden  
moment), odnosno: rFN

rr
δ⊥   

( ) 0, == rFA N
rr

δδ      (10.3.9) 

 

Nerasteglivo  ja`e  obvieno  okolu  makara  S 

Virtuelnoto ovozmo`eno pomestuvawe na teloto 
A, ]e se prenese na teloto B, odnosno BA δδ = . 
Virtuelnata rabota na silata vo ja`eto:  

 

( ) ( ) 0,, =⋅+⋅−=+= B
U
BA

U
AB

U
BA

U
A SSSSA δδδδδ

rr
      (10.3.10) 

 

 

 

 

 

Trkalawe na kru`en disk bez lizgawe po ramnina 

Vo dopirot na diskot i ramninata se nao\a 
momentalen pol na brzinata P ( )0=PV

r
. Sleduva deka 

virtuelnoto ovozmo`eno pomestuvawe 0=Pδ , 
virtuelnoto ovozmo`eno zavrtuvawe 0≠δϕ . 
Virtuelnata rabota:  

( ) 0, == PRA δδ
r

     (10.3.11) 

 

 

M 

Sl.10.3.5 

rrδ  

gradf  

NF
r

 

( ) 0,, =zyxf  

Sl.10.3.6 

rrδ  

NF
r

 

Sl.10.3.7 

Bδ  U
AS  

Aδ  

U
BS  

ω  

δϕ  

A  
B  

C  

Sl.10.3.8 

0=pδ  

R
r

 

P  

0≠δϕ  
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10.4  LAGRAN@OV  PRINCIP.  DALAMBER-LAGRAN@OV PRINCIP  

 

 Materijalen  sistem  koj  e  izlo`en  na  idealni  vrski  vo  dadena  
polo`ba ]e  ostane  vo  ramnote`a  (stati~ka ili  dinami~ka)  ako  e  sumata  od  
elementarnite raboti  na  site  sili  (napadni  ili  napadni  i  inercijalni) 
pri  sekoe  ovozmo`eno  virtuelno  pomestuvawe  na  materijalen  sistem  vo  
dadenata  polo`ba, ednakva  na  nula, t.e.: 

( ) 0,
11

== ∑∑
n

i
S

i

n

i rFA rr
δδ      (10.4.1) 

( ) ( ) 0,,
111

=+= ∑∑∑
n

iij

n

i
S

i

n

i rFrFA rrrr
δδδ     (10.4.2) 

 So  ravenkata  (10.4.1) e  definiran  Lagran`oviot  princip koj se 
koristi vo statikata, i glasi: Zbirot od  elementarnite  raboti  na  site  
napadni  sili  pri virtuelnoto ovozmo`eno  pomestuvawe  na  materijalniot  
sistem  vo  dadenata  polo`ba  da  bide  ednakov  na  nula. 

So  ravenkata  (10.4.2) e  definiran  Dalamber - Lagran`oviot  princip. 

  Poimovite  inercijalni  sili,  virtuelni ovozmo`eni pomestuvawa, 
idealni vrski na materijalnite sistemi go ovozmo`ile oformuvaweto na ovoj  
princip, odnosno prakti~en metod, za re[avawe  na  mnogubrojni    zada~i  vo  
dinamikata  na  materijalnite   sistemi. 

 Ako  e  sistemot  vo  stati~ka  ramnote`a i  inercijalnite  sili  se  
ednakvi  na  nula,  Dalamber-Lagran`oviot  princip  se  sveduva  na  Lagran`ov 
princip. So primena na Lagran`oviot princip vo statikata se opredeluvaat 
ravenkite za ramnote`a na materijalnite sistemi. 

 Vo  slu~aj  koga materijalniot  sistem  e  vo  dvi`ewe,  so  pomo[ta  na 
Dalmber - Lagran`oviot  princip  se  sostavuvaat  dinami~kite  
diferencijalni  ravenki  na  dvi`ewe.  

Ako  dvi`eweto  na  materijalniot  sistem  e  definirano  preku 
Dekartovite  koordnati, ravenkata  (10.4.2)  mo`e  da se  napi[e  vo  sledna  
forma: 

( ) ( ) ( )[ ] 0
1

=−+−+−∑
n

iijz
S

iziijy
S

iyiijx
S

ix zFFyFFxFF δδδ    (10.4.3) 

kade  se : S
iz

S
iy

S
ix FFF ,,  -  proekcii  na  

napadni   sili  

  S
ijz

S
ijy

S
ijx FFF ,,  -  proekcii   na  

inercijalni  sili    i 

  iii zyx δδδ ,,  -  proekcii  na   

ovozmo`enite  virtuelni  pomestuvawa, 
odnosno  varijacii  na  koordinatite na  
to~kata  vo  koja  dejstvuvaa  napadnite  i  
inercijalnite  sili  (Sl.10.4.1) 

iar  

ijF
r
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 Dalamber - Lagran`oviot princip e vo grupata na takanare~eni 
diferencijalni principi koi se koristat za opredeluvawe na 
diferencijalnite ravenki na dvi`ewe na materijalen sistem . 

Uslovite  za  ramnote`a  koi  se  koristat  vo  statikata  mo`at  isto   
taka  da se  opredelat  od  sledniot  analiti~ki  izraz: 

( ) 0
1

=++∑
n

i
S

izi
S

iyi
S

ix zFyFxF δδδ      (10.4.4) 

 Lagran`oviot  princip  gi  koristi  poimovite  virtuelni  pomestuvawa, 
varijacii na  koordinati  i  vo  literaturata  mo`e  da  se sretne  pod  naslovot  
"Princip  na  virtuelni  pomestuvawa"  ili  "Varijacionen  princip". 
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10.5 DALAMBEROV  PRINCIP 
 

 Dalamberoviot princip pripa\a vo grupata na takanare~enite  
diferencijalni principi koi ni ovozmo`uvaat oformuvawe na  
diferencijalnite  ravenki  na  dvi`ewe na  materijalnite  sistemi. Vo  
dinamikata  e  nare~en  kinetostati~ki  metod  koj  se  koristi  za   
opredeluvawe  na  dinami~kite  reakcii  na  vrski. Zakonite koi se 
definirani vo statikata preku Dalamberoviot princip se iskoristeni i vo 
dinamikata.  

- Dalamberov princip za slobodna materijalna to~ka.  

 Neka  e  dadena  slobodna  materijalna  to~ka so  masa  m koja  se  dvi`i  
vo  prostorot pod  dejstvo  na  sila  F

r
. To~kata  dobiva  zabrzuvawe ar   

proporcionalno  na  silata, a  obratno  proporcionalno  na  masata. Silata  F
r

  
e  efektivnata  sila  koja  vr[i  promena  na  
dvi`eweto, po  intenzitet,  pravec  i  nasoka, a  
masata  igra  uloga  na  inertno  (sprotivno)  
dejstvo, odnosno go  namaluva  intenzitetot  na  
zabrzuvaweto  (Sl.10.5.1). 

Dalamber (francuski  nau~nik koj `iveel i  tvorel  vo  periodot  1717-
1783 god.) vovel poim na  inercijalna  sila, fiktivna  sila  koja  dejstvuva  na  
materijalna  to~ka koja  se  dvi`i  po  dejstvo  na sila F

r
. (Sl.10.5.2.). 

Od  II Wutnov zakon  Fam
rr

=⋅ proizleguva inercijalna sila jF
r

: 

 0=⋅− amF rr
 

0=+ jFF
rr

, odnosno: 

amjF rr
⋅−=    (10.5.1) 

 

Od  ravenkata  (10.5.1)  se  opredeluva  fiktivnata  sila  jF
r

,  koja  e  
nare~ena  i  inercijalna  sila. 

 Inercijalnata  sila  jF
r

  e  reaktivna  sila  koja  za  vreme  na  dvi`eweto  
ne  dejstvuva  na  materijalna  to~ka  tuku  vrz  teloto  "A"  koe  go  ovozmo`uva  
dvi`eweto  na  materijalnata  to~ka (Sl.10.5.2). 

 So  voveduvaweto na poimot za fiktivna  sila jF
r

,  odnosno  inercijalna  
sila  koja e  nare~ena  i  Dalamberova  sila, se  oformuva  i  Dalamberoviot  
princip  za  slobodna  materijalna  to~ka  koja  glasi: 

 Efektivnata  sila  FeF
rr

=  i  Dalamberovata  sila  jF
r

 ja odr`uvaat 
materijalna  to~ka  vo  ramnote`a  odnosno: 

  0=+ jFF
rr

      (10.5.2) 

 So  ravenkata  (10.5.2)  e  definirana  fiktivnata  ravenka  za  
ramnote`a  na  podvi`na materijalna to~ka, koja e nare~ena ravenka na 
dinami~ka  ramnote`a. 

ar  F
r

 m 
m
Fa
r

r
=  

Sl.10.5.1 

ar  jF
r

 M FFe

rr
=  

Sl.10.5.2 

(A) 

jF
r
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- Dalamberov princip za neslobodna materijalna to~ka. 

Neka  e  dadeno  dvi`eweto  na  neslobodna  materijalna  to~ka. So  
koristewe na  principot na  osloboduvawe,  
to~kata  e  pod  dejstvo  na  aktivnata  sila  

AF
r

  i reakcijata na vrska  WF
r

. Rezultantata  

RF
r

  e:  

WAR FFF
rrr

+=   e  efektivnata sila eF
r

  koja  

vr[i  promena  na dvi`eweto, odnosno  

Re FF
rr

= . 

 Dinami~kata  ravenka  na  dvi`ewe, spored  II Wutnov  zakon: 

       RFam
rr

=⋅    ili: 

   WA FFam
rrr

+=⋅     (10.5.3) 

 Dalamber  voveduva  poim  za  izgubena  sila,  odnosno  fikttivna  
(zamislena)  sila  koja  dejstvuva  vrz  materijalnata  to~ka,  odnosno: 

   Wg FF
rr

−=   

Spored  Dalamber ,  dvi`eweto  se  vr[i pod  dejstvo  na  efektivnata  
sila  Re FF

rr
= , a  aktivnata  sila  AF

r
 se  razlo`uva  vo  efektivna  eF

r
  i  taka  

nare~enata   izgubena  sila  gF
r

  koja  za  vreme  na  dvi`eweto  e  vo  

ramnote`a  so  reakcijata  na  vrskata  WF
r

. 

 Ovaa  formulacija  e  nare~ena  prva  ili  osnovna  formulacija  na 
Dalamberov  princip za neslobodna materijalna to~ka.  

 Dalamber, so  voveduvaweto  na t.n.  inercijalna  sila  amjF rr
⋅−= ,  isto  

taka  fiktivnata  sila,  koja  dejstvuva  na  neslobodnata  materijalna  to~ka, ja  
oformuva  i  vtorata  prakti~na  formulacija  na  svojot  princip. 

Od  dinami~kata  ravenka  na  dvi`ewe na 
neslobodna  materijalna  to~ka: 

RFam
rr

=⋅ , odnosno WA FFam
rrr

+=⋅  

proizleguva  slednoto  ravenstvo:  

( ) 0=⋅−++ amFF WA
rrr

, ili 

         0=++ jWA FFF
rrr

  (10.5.4) 

 Od  ravenkata  (10.5.4) proizleguva  vtorata  formulacija na  
Dalamberov princip koja  glasi: 

 Aktivnata  sila AF
r

, reakcijata na vrska WF
r

 i  inercijalnata  sila  AF
r

 
ja  odr`uvaat  vo  ramnote`a  neslobodnata  podvi`na  materijalna  to~ka.  
Se  raboti  za  uslovena  ramnote`a  nare~ena  i  dinami~ka  ramnote`a  na  
neslobodna   materijalna  to~ka.  

ar  

gF
r

 

m 
eR FF

rr
=  

Sl.10.5.3 

AF
r

 

WF
r

 

ar  
jF

r
 m 

eR FF
rr

=  

Sl.10.5.4 

AF
r

 

WF
r
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 Dalamberoviot princip mo`e da se definira i preku momentna  
ravenka: 

Neka  ravenkata  (10.5.4) se  
pomno`i  vektorski  so  vektorot  
rr . 

rFFF jWA
rrrr

⋅=++ /0  

[ ] [ ] [ ] 0,,, =++ jWA FrFrFr
rrrrrr

, ili 

( ) ( ) ( ) 0000 =++ JW FFF MMM
rrr rrr

 (10.5.5) 

 Momentot  od  aktivnata 
sila,  momentot  od  reakcijata  na  
vrska i momentot od  
inercijalnata  sila, neslobodnata  
materijalna  to~ka  ja  odr`uvaat  
vo  ramnote`a. Stanuva  zbor  za  
dinami~kat a ramnote`a  izrazena  
preku  momentite  od  silite  koi  
dejstvuvaat  vrz  to~kata vo odnos 

na koordinatniot po~etok O.  

- Dalamberov princip za materijalen sistem.     

Neka  e  daden  materijalen sistem  od  "n"  materijalni  to~ki. Sekoja  
to~ka so masa im  e pod dejstvo na Dalamberovata sila amjF rr

−= , i  

rezultantata   RF
r

 opredelena od  vektorskiot  zbir  na  rezultanta  od  

nadvore[nite   sili  SF
r

 i  
rezultanta  od  vnatre[nite  sili  

UF
r

, odnosno:  

∑
∑ ∑

=

+=
U

ik
U

W
S

FF

FFF
rr

rrr

    

Dalamberoviot  princip za 
to~ka  od  sistemot glasi : 

0=++ j
US FFF

rrr
 ( )ni ,.....2,1=       

(10.5.6) 

 Rezultantata od  
nadvore[nite  sili  (aktivni  i 
reakcii  na  vrski  od  nadvore[ni  
tela), rezultantata  od  vnatre[nite  
sili  i  inercijalnata  sila,  to~kata 

od  sistemot  ja  odr`uvaat  vo  ramnote`a. 

 Dalamberoviot  princip  za  sistemot  od  materijalni  to~ki glasi: 

0
111

=++ ∑∑∑
n

j

n
U

n
S FFF

rrr
  ( )ni ,.....2,1=  

ar  
jF

r
 m 

eR FF
rr

=  

Sl.10.5.5 
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FjM 0

r
 

WFM 0

r
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 Rezultantata   od  site  vnatre[ni   sili  0
11

== ∑∑∑
n

U
ij

n
U FF

rr
, kako 

rezultat  na  parniot broj i  zaemnoto poni[tuvawe. ( )U
ki

U
ik FF

rr
−=  . 

  

 

 

 

 

 

Spored Dalamberoviot princip: 

    0
11

=+ ∑∑
n

j

n
S FF

rr
     (10.5.7) 

 Rezultantata   od  site  nadvore[ni  sili  i  rezultantata  od  site  
inercijalni  sili,  materijalniot  sistem  go  odr`uvaat  vo  ramnote`a. 

Opredeluvawe  na  inercijalni  sili  na  podvi`na  materijalna  to~ka: 

-  Dekartov  koordinaten  sistem 

 

2

2

2

2

2

2

dt
zdmmaFjz

dt
ydmmaFjy

dt
xdmmaFjx

amjF

kFjzjFjyiFjxjF

z

y

x

−=−=

−=−=

−=−=

−=

⋅+⋅+⋅=
rr

rrrr

 

 

- Priroden  koordinaten  sistem  BNTM
rvr

,,,  

f
z

NN

TT

NT

R
VmmaFjz

dt
ydmmaFj

dt
sdm

dt
dVmmaFj

NFjTFjjF

amjF

2

2

2

2

2

−=−=

−=−=

−=−=−=

⋅+⋅=

−=
rrr

rr

 

kade  e:  NFj  - centrifugalna  sila. 

U
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 Opredeluvawe  na  inercijalnite  sili  vo  dinamika  na  kruto  telo:   

-Translatorno  dvi`ewe  na  kruto  telo 

C

R

RC

amjF

jFF

Fam

rr

rr

rr

−=

=+

=

0  

2

2

2

2

2

2

dt
zdmFjz

dt
ydmFjy

dt
xdmFjx

kFjzjFjyiFjxjF

C

C

C

−=

−=

−=

⋅+⋅+⋅=
rrrr

 

-  Rotacija  na  kruto  telo  okolu  nepodvi`na  oska  0z 

ε
ϕ

ϕ

ϕ

⋅−=−=

=+

=−

=

Jz
dt
dJzMj

MjMz
dt
dJzMz

Mz
dt
dJz

2

2

2

2

2

2

0

0
 

kade  e  Mj  inercijalen  moment,  i  e  ednakov  na  
proizvodot  od  materijalniot  moment  na  inercija  
vo  odnos  na  rotacionata  oska  Jz   i  aglovoto   
zabrzuvawe  ε . 

 

- Komplano  dvi`ewe  na  kruto  telo  

Inercijalni  sili  od  translatorno  
dvi`ewe. 

C

R

RC

amjF

jFF

Fam

rr

rr

rr

−=

=+

=

0    

2

2

2

2

dt
ydmFjy

dt
xdmFjx

C

C

−=

−=
 

Inercijalen  moment od  rotacija  okolu  
oskata  Cz . 

ε
ϕ

ε

⋅−=−=

=+
=

Jcz
dt
dJczMj

MjMcz
MczJz

2

2

0  

Car  

jF
r

 C 

RF
r
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GLAVA 11 
 

OSNOVNI ZAKONI VO 
DINAMIKA NA 
MATERIJALNI SISTEMI 



 

 

11.1 

11.1 ZAKON ZA PROMENA NA KOLI^ESTVO NA DVI@EWE NA 
MATERIJALEN SISTEM 

 

 Neka e daden materijalen sistem od n materijalni to~ki koi se 
dvi`at pod dejstvo na sistem od nadvore{ni sili ),...,2,1( niF S

i =
r

. Izbrana 

to~ka Mi e pod dejstvo na rezultanta od nadvore{ni sili S
iF

r
 i rezultanta 

od vnatre{ni sili u
iF

r
 dobieno kako rezultat od zaemno dejstvo na to~kite 

od sistemot (Sl.11.1.1). 

Dinami~kata ravenka na to~kata Mi so 
masa m se dobiva spored vtoriot 
Wutnov zakon:   

 

),....,2,1......( niFFam u
i

S
iii =+=

rrr
      (11.1.1) 

 

Ravenkata (11.1.1) mo`e da se zapi{e vo 
forma: 

 ( ) ),....,2,1......( niFFVm
dt
d u

i
S

iii =+=
rrr

     

(11.1.2) 

 Proizvodot iiVm
r

 go opredeluva koli~estvoto na dvi`ewe na to~kata 

Mi odnosno :  

iii VmK
rr

=         

 Za sistem od n materijalni to~ki mo`e da se oformi slednata 
op{ta ravenka: 

 ∑ ∑∑ +=
n n

u
i

n
s

ii FFK
dt
d

1 11
)(

rrr
     (11.1.3) 

 Zbirot od vnatre{nite sili sekoga{ e ednakov na nula, kako 
rezultat od zaemnoto dejstvo na materijalnite to~ki t.e. 

∑ =
n

u
iF

1
0 . 

Zbirot od izvodite na poedine~nite koli~estva na dvi`ewe na 
materijalni to~ki mo`e da se izrazi kako izvod po vremeto na zbirot na 

koli~estvoto na dvi`eweto na sistemot, odnosno ∑∑ =
n

ii

n

i Vm
dt
dK

dt
d

11

)()(
rr

. 

 Ako zbirnata dinami~ka karakteristika, koli~estvoto na dvi`ewe 

na materijalniot sistem, ∑
n

iK
1

r
 se ozna~i so K

r
, a zbirnata karakteristika 

m1 

m2 

x 

y 

z 

rr  

u
iF
r

 

s
iF

r
 

iK
v

 
)( im

iM  iar  

m3 

           
Sl. 11.1.1 



 

 

11.2 

nadvore{nite sili ∑
n

s
iF

1

r
 rezultanta sR

r
 so koja se definira i glavniot 

vektor na nadvore{nite sili, ravenkata (11.1.3) se dobiva vo forma 

sR
dt
Kd r
r

=       (11.1.4) 

 So ravenkata  (11.1.4) e opredelen zakonot za koli~estvo na 
dvi`ewe na materijalen sistem, koj glasi: Izvodot po vremeto na 
koli~estvoto na dvi`ewe na materijalniot sistem e ednakov na 
rezultantata na nadvore{nite sili. So ovoj zakon mo`e da se opredeli 
op{tata ravenka na dvi`ewe na materijalniot sistem. Vnatre{nite sili 
ne vlijaat na op{toto dvi`ewe na sistemot. Nivnoto vlijanie e 
karakteristi~no pri dvi`eweto na poedinite to~ki na materijalniot 
sistem. Ako e rezultantata na nadvore{nite sili sR

r
=0 sleduva ravenkata: 

K
r

=const      
(11.1.5) 

 So ravenkata (11.1.5) se definira zakonot za odr`uvawe na 
koli~estvoto na dvi`ewe na materijalen sistem. 

 Ravenkata (11.1.4) so koja e izrazen zakonot za koli~estvo na 
dvi`ewe na materijalen sistem vo vektorska forma, mo`e da se 
proektira vo trite ortogonalni pravci vo dekartoviot koordinaten 
sistem: 

.;; s
z

zs
y

ys
x

x R
dt

dKR
dt

dK
R

dt
dK

===      

 Toa se tri analiti~ki dinami~ki ravenki na op{toto dvi`ewe na 
materijalniot sistem oformen preku zakonot za koli~estvo na dvi`ewe. 
Izvodot na proekcijata na koli~estvoto na dvi`eweto na materijalniot 
sistem vo odnos na izbrana nepodvi`na oska e ednakov na proekcijata na 
rezultantata na nadvore{nite sili vo odnos na istata oska. 

 Koli~estvoto na dvi`eweto na materijalniot sistem e vektor koj 
dejstvuva vo karakteristi~nata to~ka na sistemot  centarot (sredi{te) na 
masite na karakteristi~nite to~ki na sistemot (Sl. 11.1.2). 

 Od ravenkata za centarot na masite na materijalnite to~ki na 

sistemot 

∑

∑
= n

i

n

ii

m

rm
r

1

1

r
r

 se dobiva ravenkata: 

∑∑ =
n

ii

n

ci rmrm
11

rr
      (11.1.6) 

  

 So izvodot po vremeto na ravenkata (11.1.6) se dobiva : 

 



 

 

11.3 

∑∑ =
n

i
i

n
c

i dt
rdm

dt
rdm

11

rr
 

odnosno: 

∑∑ =
n

ii

n

ci VmVm
11

rr
 

Sleduva deka :                         c

n

ci

n

ii KVmVmK
rrrr

∑∑ ===
11

    

(11.1.7) 

Od ravenkata (11.1.7) mo`e da se konstatira deka koli~estvoto na 
dvi`ewe na materijalniot sistem e ednakov na proizvodot od masata na 
sistemot i vektorot na brzinata na centarot na masata na materijalniot 
sistem i ima pravec i nasoka na vektorot na brzinata na centarot na 

masata (Sl. 11.1.2). 

 

 Koli~estvoto na dvi`ewe na 
materijalniot sistem mo`e da se 
opredeli na dva na~ina, kako 
vektorski zbir od koli~estvoto na 
dvi`eweto na to~kite od sistemot  

ili kako vektor opredelen od proizvodot 
na masata na sistemot koja se zamisluva 

deka e koncentrirana vo nejziniot 
centar i vektorot  na brzinata na 
centarot na masata. 

 So izvodot na koli~estvoto na dvi`eweto na materijalniot sistem 
po vremeto se dobiva ravenkata: 

s
c

n

ii

n
i

i
c Ram

dt
Vdm

dt
Kd

dt
Kd rr

rrr

∑∑ ====
11

     (11.1.8) 

Sleduva deka rezultantata od nadvore{nite sili dejstvuva vo 
centarot na masite na materijalnite to~ki od sistemot. 

 Od  ravenkata (11.1.8) proizleguva nova forma na zakonot za 
koli~estvo na dvi`ewe na materijalna to~ka i toa: 

ss JddtRKd
rrr

==      (11.1.9) 

 So ravenkata (11.1.9) se definira zakonot za promena na 
koli~estvoto na dvi`ewe vo diferencijalna forma koj glasi: 
Elementarnata promena na koli~estvoto na dvi`ewe na sistemot e 
ednakov na elementarniot impuls na rezultantata na nadvore{nite 
sili. 

 Vo integralna forma po izvr{ena integracija po vremeto ako e 
dvi`eweto vo kone~en interval od t0 do t1 se dobiva: 

s
t

t

s
t

t

s JJddtRKK
rrrrr

===− ∫∫
1

0

1

0

01      (11.1.10) 

Sl .11.1.2 
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11.4 

 So ravenkata (11.1.10) e definiran zakonot za promena na 
koli~estvoto na dvi`eweto na materijalen sistem spored koj promenata 
na koli~estvoto na dvi`eweto e ednakov na impulsot na rezultantata od 
nadvore{nite sili. 

 Impulsot na sistemot od nadvore{ni sili koi dejstvuvaat na 
materijalniot sistem mo`e da se opredeli od zbirot na poedini~nite 
impulsi odnosno: 

∫=−
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01

t

t

s
i

ss dtFJJ
rrr

     (11.1.11) 

 Na vektorskata ravenka (11.1.10) odgovaraat slednive skalarni 
ravenki: 
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    (11.1.12) 

 Promenata na proekcijata na koli~estvoto na dvi`ewe na 
materijalniot sistem vo odnos na bilo koja nepodvi`na oska e ednakva na 
proekcijata na impulsot na rezultantata na nadvore{nite sili vo odnos 
na istata oska.   

 

 

11.2 ZAKON ZA PROMENA NA KINETI^KIOT MOMENT NA MATRIJALEN 
SISTEM 

 

 Neka e daden materijalen sistem od n materijalni to~ki vo koj 
dejstuvaat nadvore{ni sili ),...,2,1( niF S

i =
r

 (Sl. 11.2.1).  

 

  

To~kata n so masa m e pod dejstvo na 
rezultanta od nadvore{nite sili i  
vnatre{nite sili. Diferencijalnata 
ravenka na to~kata Mi e: 

 

),....,2,1......( niFFam n
i

S
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rrr
 (11.2.1) 

  

Neka ravenkata se pomno`i vektorski so ir
v

: 

 [ ] [ ] [ ] ),........2,1.......(,,, niFrFramr n
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s
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     (11.2.2) 
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Sl. 11.2.1 



 

 

11.5 

s
oM

L
dt
Ld

r

&r
v

0
0 =

Izrazot: 

          [ ] [ ]iiiiii Vmr
dt
damr

rvrv ,, =      (11.2.3) 

Dokaz:   

  

 

So zamena na izrazot (11.2.3) vo ravenkata (11.2.2) se dobiva: 

[ ] [ ] [ ]n
ii

s
iiiii FrFrVmr

dt
d rvrvrv ,,, +=      (11.2.4) 

Za sistem od n- materijalni to~ki: 

[ ] [ ] [ ]∑∑∑ +=
n

n
ii

n
s

ii

n

iii FrFrVmr
dt
d

111

,,,
rvrvrv

    (11.2.5) 

Ako zbirnite karakteristika na ravenkata (11.2.5) se analiziraat se 
dobiva: 

[ ] [ ] [ ] 0
1

0
111

,,, Ll
dt
dKr

dt
dVmr

dt
dVmr

dt
d n

i

n

ii

n

iii

n

iii

rrrvrvrv ==== ∑∑∑∑    (11.2.6)  

So ∑=
n

ilL
1

00

rr
 se definira kineti~kiot moment na materijalniot 

sistem, odnosno momentot na koli~estvoto na dvi`ewe na materijalniot 
sistem vo odnos na polot O . 

[ ] ∑∑ ==
n

ss
i

n
s

ii MMFr
1

00
1

,
rrrv

     (11.2.7) 

∑=
n

s
i

s
o MM

1
0

rr
go definira momentot na sistemot od nadvore{ni sili vo 

odnos na polot O (Sl. 11.2.1). So zamena na dinami~kite karakteristiki na 
sistemot kineti~kiot moment so 0L

r
 i karakteristikata na nadvore{nite 

sili,  momentot na nadvore{nite sili vo odnos na polot, so s
oM

r
 vo 

ravenkata (5) se dobiva: 

s
oM

dt
Ld r
v

=0       (11.2.8) 

        

               - e izvod po vremeto na kineti~kiot moment na sistemot 

 

       -e zbiren moment od nadvore{nite sili, nare~en glaven moment na 
sistemot od nadvore{nite sili 

Ravenkata (11.2.8) go definira zakonot za kineti~niot moment na 
materijalen sistem koj glasi: Izvodot po vremeto na kineti~niot 
moment vo odnos na polot O e ednakov na glavniot moment na 

0 

[ ] 
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




+



=

dt
VdmrVm

dt
rdVmr

dt
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iiiiii

r
vrvrv ,,,
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;0 s
oy

y M
dt

dL
=;0 s

ox
x M

dt
dL

= s
oz

z M
dt

dL
=0

nadvore{nite sili vo odnos na istiot pol. Op{tata promena na 
kineti~kiot moment na sistemot ne zavisi od vnatre{nite sili na istiot. 

 Zakonot za kineti~niot moment mo`e da se izrazi vo analiti~ka 
odnosno skalarna forma : 

                                                                                                                  
(11.2.9) 

 

Od ravenkite (11.2.9) proizleguva zakonot za kineti~kiot moment 
na sistemot vo odnos na nepodvi`na oska :  Izvodot po vremeto na 
kineti~kiot moment na sistemot vo odnos na nepodvi`na oska e 
ednakov na glavniot moment od nadvore{nite sili vo odnos na istata 
nepodvi`na oska.  

Vo slu~aj koga s
oM

r
=0, ravenkata (11.2.8) se dobiva vo forma: 

constL =0

r
      (11.2.10) 

Ravenkata (11.2.10) go definira zakonot za odr`uvawe na 
kineti~kiot moment na sistemot vo odnos na to~ka. 

Od ravenkata (11.2.10) proizleguva i zakonot za odr`uvawe na 
kineti~kiot moment na sistemot vo odnos na nepodvi`na oska.  
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11.3   ZAKON ZA PROMENA NA KINETI^KATA ENERGIJA NA 
MATERIJALEN SISTEM 

 Neka e daden sistem od n materijalni to~ki koj se dvi`i vo prostorot. 
(Sl.11.3.1). Sekoja to~ka od sistemot e pod dejstvo na rezultatnta od 
nadvore{ni i rezultanta od vnatre{ni sili, odnosno s

iF
r

 i u
iF

r
. 

Spored vtoriot Wutnov zakon, 
dinami~kite ravenki na dvi`ewe se: 

 

u
i

s
iii FFam

rrr
+=⋅  za ni ,....,2,1=       (11.3.1) 

Vo daden moment sekoja to~ka od sistemot 
dobiva elementrano pomestuvawe irdr

. 

 Ako ravenka (11.3.1) se pomno`i 
skalarno so irdr

, se dobiva: 

( ) ( ) ( )i
u

ii
s

iiii rdFrdFrdam rrrrrr ,,, +=⋅  (11.3.2) 

 So izrazot ( ) s
ii

s
i dArdF =

rr
, e opredelena elementarnata rabota na 

rezultantata od nadvore{nite sili, a so izrazot ( ) u
ii

u
i dArdF =

rr
, , 

elementarnata rabota na rezultatntata od vnatre{nite sili. 

Identitetot od levata strana ( )iii rdam rr ,⋅  mo`e da se transformira vo sledna 

forma: 

iiiii
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i dTVimdVdVm
dt
rdVdmrd
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




 ⋅=








⋅

2
,,

2rrrrr
r

   (11.3.3) 

     za ni ,....,2,1=  

 Kade e idT - elementarna kineti~ka energija na to~ka od sistemot. 

 So zamena na definiranite izrazi, ravenkata (11.3.2) se dobiva 
slednoto: 

u
i

s
ii dAdAdT +=     (11.3.4) 

 Za site to~ki od sistemot se dobiva zbirnata ravenka, 

∑∑∑ +=
n

u
i

n
s
i

n

i dAdAdT
111

    (11.3.5) 
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So ravenka (11.3.5) e definiran zakonot za promena na kineti~kata energija 
vo diferencijalna forma koj glasi: 

 Promenata na kineti~kata energija na sistemot vo slu~aj na 
elementarni pomestuvawa na poedinite to~ki od sistemot, odnosno 
diferencijalot na vkupnata kineti~ka energija e ednakov na zbirot od 
elementarnite raboti na nadvore{ni i vnatre{ni sili za istite 
elementarni pomestuvawa na soodvetnite to~ki na sistemot. 

 Vo slu~aj koga rastojanieto pome|u dve to~ki od sistemot e promenlivo 
za vreme na dvi`eweto rabotata od vnatre{nite sili e razli~na od nula, 
{to zna~i deka vrz promenata na kineti~kata energija na sistemot }e vlijae 
i rabotata na vnatre{nite sili. Neka to~kite "k" i "i" se pribli`at edna kon 
druga. Rabotata na vnatre{nite sili iznesuva: 

 

( ) ( ) kkiiikk
u

kii
u

ik
u
i drFdrFrdFrdFdA

rrrrrr
+=+= ,,  

Dvete sili ikF
r

 i kiF
r

 izvr{uvaat pozitivna 

elementarna rabota, bidej}i dvete to~ki od 
sistemot se pribli`eni. (Sl. 11.3.2). 

  

Vo slu~aj na kone~no pomestuvawe na materijalniot sistem, zakonot za 
promena na kineti~kata energija se dobiva vo sledna integralna forma: 

∑ ∫∑ ∫∑∑ +=−
n Mi

Mio

u
i

n Mi

Mio

s
i

n

i

n

i dAdATT
111

0
1

1    (11.3.6) 

 Spored ravenka (11.3.6) mo`e da se zaklu~i deka promenata na 
kineti~kata energija na sistemot pri kone~nite pomestuvawa na 
poedinite to~ki od sistemot e ednakva na zbirot od rabotata na 
nadvore{nite i vnatre{nite sili koi dejstvuvaat na sistemot. 

 Vo slu~aj na idealni vrski, koga rastojanieto pome|u bilo koi to~ki od 
sistemot e postojano, i ne se menuva so tekot na dvi`eweto n rabotata od 

vnatre{nite sili e ednakva na nula 0
1

=∑ ∫
n Mi

Mio

u
idA . 

 Nadvore{nite i vnatre{nite sili koi dejstvuvaat na materijalniot 
sistem mo`at da bidat konzervativni, odnosno potencijalni da zavisat od 
polo`bata na sistemot, odnosno, ( )nkii rrrFF rrrrr

,.........,.......1=  ili vo skalarna 

forma: 

( )
( )
( )nnniiiii

nnniiiii

nnniiiii

zyxzyxzyxFzFz
zyxzyxzyxFyFy
zyxzyxzyxFxFx

,,........,,.......,,
,,........,,.......,,
,,........,,.......,,

111

111

111

=
=
=

   (11.3.7) 
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Sistem pod dejstvo na potencijalni sili sodr`i skalarna funkcija na 
silite ( )nnniii zyxzyxzyxUU ,,........,,.......,, 111= ,odnosno potencijalna energija     P 

= - U. 

 Vo ovoj slu~aj potencijalnite sili se definiraat vo zavisnost od 
potencijalnata energija, odnosno 

ix
Fx

∂
Π∂

−=1 , 
iy

Fy
∂
Π∂

−=1 , 
iz

Fz
∂
Π∂

−=1     (11.3.8) 

 Elementarnata rabota na sistemot koj e pod dejstvo na potencijalni 
sili se dobiva vo forma: 

Π−=







∂
Π∂

+
∂
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+
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Π∂

−= ∑∑ ddz
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x

dA
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i
i

i
i

i
i

n

i
11

    (11.3.9) 

 Totalniot diferencijal na potencijalot so sprotiven znak e ednakov 
na elementarnata rabota na sistemot. 

 Zakonot za promena na kineti~kata energija na sistemot vo 
diferencijalna forma e: 

Π−=− ∑∑ ddTdT
n

i

n

i
1

0
1

1     (11.3.10) 

odnosno elementarniot prirast ili elementarnata promena na kineti~kata 
energija e ednakva na elementaren potencijal so sprotiven znak. 

 Vo integralna forma, pri kone~no pomestuvawe na sistemot, se 
dobiva: 

10
1

0
1

1

0

Π−Π=Π−=− ∫∑∑
Π

Π

dTT
n

i

n

i     (11.3.11) 

ili: 

.1
1

10
1

0 constTT
n

i

n

i =Π+=Π+ ∑∑     (11.3.12) 

 Izrazot (11.2.12) go definira zakonot za odr`uvawe na totalnata 
mehani~ka energija na konzervativni odnosno potencijalni sistemi, koj 
glasi: 

 Totalnata mehani~ka (kineti~ka i potencijalna) energija na 
integralniot sistem za vreme na dvi`eweto ostanuva konstantna. 

 Potencijalot na sitemot mo`e da se opredeli kako zbir od 
potencijalot na nadvore{nite i vnatre{nite sili, odnosno:  
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us Π+Π=Π      (11.3.13) 

 Ako sistemot e vo miruvawe 0
1

0
1

1 == ∑∑
n

i

n

i TT , odnosno kineti~kata 

energija e ednakva na nula, zakonot za odr`uvawe na totalnata mehani~ka 
energija se dobiva vo forma: 

.0 const=Π=Π      (11.3.14) 

So (11.3.14) e definiran zakonot za odr`uvawe na potencijalot. So zamena 
na (11.3.13) vo (11.3.14) se dobiva: 

   constusus =Π+Π=Π+Π 00  

ili 

constuuss =Π−Π=Π−Π 00     (11.3.15) 

Razlikata od potencijalnata energija na nadvore{nite sili vo po~etna i 
krajna (deformirana) polo`ba ja opredeluva rabota od nadvore{nite sili 
nare~ena deformaciona rabota SA , odnosno: 

SSSA Π−Π= 0      (11.3.16) 

Razlikata od potencijalot na vnatre{nite sili vo deformirana polo`ba i 
po~etna opredeluva rabota od vnatre{nite sili UA , odnosno: 

    UUUA 0Π−Π=      (11.3.17) 

 So zamena na (11.3.16) i (11.3.17) vo (11.3.15), zakonot za odr`uvawe na 
potencijalot se dobiva vo forma: 

US AA =      (11.3.18) 

ili 

( ) 0=−+ US AA      (11.3.19) 

UA  e rabota na vnatre{nite sili (elasti~ni sili) koi sistemot go vra}aat 
vo prvobitna (nedeformirana) polo`ba. 

 Zakonot za odr`uvawe na  porencijalnata energija na sistemot se 
primenuva vo statikata, odnosno vo jakosta na materijalite i vo teorijata na 
konstrukciite pri re{avawe na mnogubrojni zada~i.  

 


