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5. AMHAMUKA HA MATEPUJAJTHA TOYKA

Bo anHamuka Ha maTepujanHa Todka ce u3ydyBa ABUMXXEHETO Ha MaTepujanHa
TO4YKa CO KOHe4YHa maca, O4HOCHO MaTepujasiHa To4Ka Koje € MoAesl Ha maTepujanHo
TENO YN AMMEH3UM Ce 3aHEMAapeHUW UK TeSl0 KOe Ce ABWXKWM TpaHCNaTopHO, NnoA
[ejCTBO Ha cuna.

5.1 AUOEPEHLUNJANTHU PABEHKUN HA OBUXEHE HA MATEPUJAJTHA TOYKA

Heka maTepujanHa Toyka CO maca m ce ABVMXXW BO NPOCTOPOT NoA AejCTBO Ha
1 1

cuna F (Cn.5.1.1). Cnopeq BTOPMOT 3aKOH Ha HbyTH BpckaTa nomery cunata F n
1

KMHemaTumyKaTa KapakTepucTuka Ha ABMXEHETO - 3aBp3yBaHeTO a € onpeaeneHa co

paBeHkaTa:

F=mxa (5.1.1)

1
Cunarta F moxe pga buge n pesyntaHTa ,lqoévleHa
1 1
A Z oq cuctem Ha cwm  FLF,,............ F,, Kowu

JejcTByBaaT Ha nogBwXHaTa ToYKa, OAHOCHO

r r @

r
F=R=g F . AKko 3a6p3yBareT0 a ce sameHu
i=1 T

. r
co penauyujata: a=

n ce 3amMeHun BO

dt?

paBeHkaTa (5.1.1) ce pobuBa guchepeHumjanHa
Cn.5.1.1 paBeHKa Ha ABMXEeH-€ BO BEKTOpcKa doopma T.e.

r
m»x—-=F (5.1.2)

Co paBeHkaTa (5.1.2) e onpegeneHa BpckaTa NMoOMery cunata M 3akOHOT Ha
1 1
OBWMXKEHETO I =r(t) Ha Toykata M (M3pal3eH Npeky BTOPUOT W3BOL MO BPEMETO).

BekTopckaTta paBeHKa (5.1.2) e OCHOBHa paBeHKa BO AMHaMMKa Ha MatepujanHa
TOoYKa, HapeyeHa byTHoBa paBeHKa. VIctaTta npeTcrtaByBa gudepeHumjanHa paBeHka

O/ BTOp pea.
Cunute KoM fejcTByBaaT Bp3 MaTepujanHata Todka MoXaT pa obupar
KOHCTAaHTHM U NPOMEHNMBM M Ja 3aBucaT oOf BpemeTo t, nonoxbata r u
6p3uHaTa\'/.
Bo HajonwT gnyqaj kora cunata F 3aBucH WUCTOBPEMEHO 0Of, TPUTE HaBegeHu

napameTpu t, r nV ce gobusa cnefHasa AudepeHUMjanHa paBeHKa Ha JBUKeHe Ha
mMaTepujanHa Todka BO BEKTOpCcKa hopma:

oI

r r
m%é:F@ﬂv) (5.1.3)
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AKO e [OBmXemeTo BO [lekapToB KOOpAWHATEH CUCTEM, N0 W3BPLUEHO
npoekTupare Ha paBeHkata (5.1.3) NO TpuTe OpPTOroHasHW KOOPAMHATHU OCKU ce
pobuBaat Tpu cKanapHu gudpepeHumjanHn paBeHKMU:

2

mx?jt—;(: Fx(t,x, v, Z, % ¥, ﬂ)

2
mx?jt—gl = Fy(t,x, Y, Z, % ¥, ﬁ) (5.1.4)

2
m%: Fz(t,x, v, 2, % ¥, ﬂ)

Mpn gBMXXewe Ha ToykKaTa BO PaMHWHA, Ha NMpMMep BO pamHuHaTa Oxy, Tpute
AvdoepeHumjanHn paBHEKN ce cBefyBaaT Ha ABe W Toa:

d’x _
mxdt—z— Fx(t,x, Y, X, &)
(5.1.5)

d2
m><—dt3/ =Fy(t.x, v, % ¥)

Bo cnyyaj Ha NpaBONWMHUCKO ABWXEHE MO efHa 0f KOOpAUHATHUTE OCKW, Ha
npumep Ox, ce gobuBa cnegHasa AndoepeHumjanHa paBeHka

d’x _
mx 7 = Fx(t, x, %) (5.1.6)

AKO TO4Ka ce [OBWMXW BO NpuUpoAeH KoopauHaTeH CUCTEeM BeKTopckaTa
paBeHka (5.1.2) ce npoekTupa MO COOABETHUTE KOOPAMHATHM OCKM U ce pobuea
CNeAHVNOT CUCTEM Of1 CKanapHW PaBeHKMU:

ma; =k (t,s,V)
mxa,, = F, (t,s,V) (5.1.7)
0=F,4(t,sV)

OZHOCHO:

Vv
mx—= Fy (t,sV) (5.1.8)
0=F,(t,sV)

PaBeHkunTe (5.1.8) ce Hape4yeHu NpUpPOaHN PaBEHKN Ha ABMKEHE.
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Co npoekuuja Ha BekTopckaTa paBeHkara (5.1.2) no Tpute KOOpAUHATHU OCKU Ha
LUIUHAPUYHUOT, OAHOCHO MNOJSIaPHO-UUSIMHAPUYHUOT KOOpAMHATEH CUCTEeM, ce
AobvBaa cnegHNOB CUCTEM O/, CKanapHU paBeHKU Ha BUXKEeHe:

msa, = Fr(t,r,j ,z kjt, &)
mxa, = Fnlt,r,j ,zkjé, &) (5.1.9)
mxa, = Fz(t,r,j ,z kjt, &)

Co 3ameHa Ha KOMMOHETUTE Ha 3abp3yBareTo BO paBeHKkuTe (5.1.9) ce gobvsaar
cneantese andepeHUmjanHn paBeHKu:

e 2
m@d—r-rgel—u Frit,rj ,z 88 &)
éd d Qg
é dj drdj u
+2——n=Fnlt,r,j ,z&j& & 5.1.10
™ e 2 g (tri zkit,2) (5.1.10)

2

mx% = Fzt,r,j ,zkjd, &)

[OndepeHuymnjanHuTe paBeHKU Ha ABMXEHe Ha MaTepujanHa To4ka BO nosiapeH
KOoOopAuHaTeH CUCTEM ce AafeHun BO cneaHasa coopma:

€
m@ii ?“—uFmJJ&M
édt dﬂg
(5.1.11)
é dj drdj .
+2— nit,r,j ,&jé
mxerdt2 dtd Fr(trj &jt)

Bo gMHamukaTta Ha TO4YKa ce pelwiaBaaTt ABe OCHOBHMU 3a4a4vm 1 Toa:

lNpBa 3agaya: JageH e 3aKOHOT Ha ABWXEHETO Ha MaTepujanHa Todka, a ce
6apa cunarta Koja gejctsysa. Co gudepeHumpame, 0OAHOCHO NPeKyY BTOPUTE U3BOAN HA
3aKOHOT Ha ABMXEHETO Ce onpeaenysa u cunara:

= mod = o= mlid + ) 2k

1
Bropa 3agayva: [apeHa e cunata F, a ce 6apa 3akKOHOT Ha ABWXEHETO.
PeweHneTo ce gobuBa co ABOjHO MHTerpypame Ha AndhepeHuujaniHiTe paBeHKU of
BTOP pepn. 3a onpeaenyBare Ha UHTErpaunoHNTE KOHCTaHTU Ce KOPUCTaT NMoYeTHUTe
YCII0BU Ha [iBUXeHe, OAHOCHO 3a:t =t
] 1

r r 1 !
F=r, =% X +Y,% +z,%X
V=& N+, Xj + B
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5.20MNWTA UHTErPALUNJA HA JUPEPEHLUUNJAJTTHUTE PABEHKHA

Ce pasrnegysa BTOpaTa 3ajadya BO AMHaMMKaA Ha MartepuvjanHa Todyka u ce
ornpegenysa onwTaTta uHTerpaymja Ha guepeHuujaniHiTe paBeHKN ako ABUXKEHETO €
3ajaZileHo BO eKapToB KOOOPAMHATEH CUCTEM.

Heka maTtepujanHa Toyka co maca m ce ABXU NOA, ,quCTBo Ha cuna Koja e
byHKLMja 04 BpeMeTo t, MecTononoxoéara f 6p3|/|HaTaV OAHOCHO F=F t,r,V)
CkanapHute nhepeHumjanHuTe paBeHKM Ha OBUXEHE Ce:

m>&=Fx(t,x,y,z, % ¥, &)

m>d = Fy(t,x, Y,Z, %, ¥, &) (5.2.1)
mxé = Fz(t,x, y,z X, ¥, &)

PaBeHkuTe (5.2.1), BO onNwT Cry4aj ce cucTem of Tpy gudepeHumnjanHn paBeHKuM
Of BTOP pea, Co Ynja nHTerpaumja ce gobmsa 3aKOHOT Ha ABUXKEHETO Ha ToYKaTa.

Co npBa 1 BTOpa onwTa uHTerpaumja ce gobveaar, 3aKOHOT Ha 6p3unHaTa:

f(zf((t,x, Y, z,Cl,Cz,C3)
¥=¥(t.xy,2.C,.C,.C;) (5.2.2)
ﬂ:ﬁ(t,x, y,z,Cl,Cz,Ca)

OAHOCHO 3aKOHOT Ha ABNXXEeHEeTO:

x=xt,c,,C,.,C,,C,,Cs,Cs)
y=y(t.C,,C,,C;,C,,Cs.Ce) (5.2.3)
z=(t,c,,c,.C,.C,.C.,C,)

kKage: Ci, Cy GCs C4 Cs M C; ce HeonpepeneHu MHTerpauMoHN KOHCTaHTU Kou ce
onpegenysaart o4 NOYETHUTE YCNOBU Ha ABMKEHE (KNHEMATUYKKN YCOBK) O4HOCHO 3a
I 1 1

Nno4YeTHO Bpeme t = to e pgageHa nonoxbarta rro:xo>1' +Y, % +z,%k n 6p3unHarta
\'/ =X, >1" +¥, x; + &, >4'< Co 3ameHa Bo paBeHkuTe (5.2.2) n (5.2.3) ce gobuBaaTt wWwecT
paBeHKn BO hopma:

#(to, X1 Yo 2,C1C,.Cs)
#(to, %1 ¥0:2,C1,C,,Cs)
ﬂ(0 XO yO’ZO Cl’CZ’C )
x(t,,C,,C,,C,,C,,Cs,Cq) = X,
y(t07C17C2!C3'C4'C5’C )
Z(tO,Cl,Cz,C3;C41C51C )

%o
¥

(5.2.4)
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Op pageHnTe paBeHKM BO  Kou  dourypupaaT noYeTHUTE napameTpu
ty, %) Vo1 Zo: %o, ¥o0 &, , CE OMpegenyBaat Heno3HaTuTe KOHCTaHTn Cy, Cy, Cs, Cy4, Cs, Cy,

O1HOCHO:
C, =C, (ty, X1 Yor Zgs K, Yoo B ) evnennn (i =1,2,3,4,5,6) (5.2.5)

Co 3ameHa Ha UHTerpaLuoOHUTE KOHCTaHTU BO paBeHKUTe (5.2.3), 3aKOHOT Ha
ABuXere ce gobusa Bo popma:

X = X{t,to, X1 Yor Zos Ko, Yo o)
y:y(tytmxmyo’zo’&o’g(o’ﬂo) (5:2.6)
2= 2{t,t, %o Yor Zor ¥or Yo, )

AKO e ABMXeHeTO Ha Toykata M BO paMHMHA, 3aKOHOT Ha ABUXEHETO ce
[o6vBa of cnegHvTe ABE PaBEeHKMU:

x = X(t,to, %o, Yo, Ko Yo)

5.2.7
y:y(tto’xo’yo’ﬁo’&o) ( )

3a nNpaBOMMHUCKO ABWXEHe MO Haco4YeHa KoopAuHaTHa ockKa X, OnwTuoT
WHTEerpan co Koj € onpeferieH 3aKOHOT Ha NPaBOJIMHUCKOTO ABMXEHe ce fobuea of
paBeHKara:

X= x(t,to,xo,f(o) (5.2.8)

: ! r ! !
lMpumep 1: Todka ce OBWMXW Mof AejCTBO Ha cunakF =-cX :-c(x>1 +y><j). [a ce
onpeAenu uHTerpanoT Ha AudepeHuunjanHaTa paBeHKa ako ce fafeHu
MOYeTHUTE YCNOBU Ha ABMXKee: t, =0,X = Xy, ¥ =V,

I
AY mdzg :,§
dt
1 1 1
m>€&:-c(x>1' +y><j)
M = - C XX
m>§ = - cxy
m:&+c>x=0
0 & ) X Mg+ cxy =0

ce gobmBaaT BE XOMOreHU paBeHKM o4 BTOP pes
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g+ ~x=0
m id

c

=k?
g+ Sy =0
m

WHTerpanuTe ce gobusaaT BO hopma:
X(t) = C, coskt + C, sinkt
y(t) = C, coskt + C, sinkt

6p3nHaTa Ha ToykKaTa npeKy KOMMOHEeHTUTE e:
k=-C,>k>sinkt +C, >k >coskt
¥ =- C,Xsinkt + C, X >coskt

NHTerpaumMoHMTe KOHCTaHTU ce onpegenyBaaTt of No4YeTHUTE YCMOoBU:

% =0
C, =X,
0=C, c -c =0
_ 2 = 3~
0=C, % y
V, =C, X C4=?°

JedHNTMBHO 3aKOHOT Ha ABWMXere Ha TodkaTtaM e Bo dhopma:

X = X, coskt

:\Lsinkt
k
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5.3 AMHAMUKA HA NMPABOJIMHUCKO ABUXEHE

AvHamuyku yCrioB 3a fa efHa MartepujanHa Touka Ce  [BUXM
NpaBONIMHUCKMW MO Haco4YeHa OcKa e npaBeLoT Ha cunata F Koja gejcTByBa BO
1
Nno4YeToKOT M, Aa ce coBnagHe co NMpaBeLOT Ha NovyeTHaTa 6p3uHa V.

Heka e AafeH onwT cryyaj kora MaTepujanHa TouKa ce ABUKW NPaBOSIMHUCKM MO
koopanHaTHaTa ocka Ox noA AejcTBo Ha cuna  Fx=Fx(t,x X). OBmKerbeTo ro

3ano4yHyBa BO Bpeme t =t,, 04 nonoxoba X=Xx,Co nodetHa 6p3vHa X =%, (Cn.5.3.1).

0 Mo Yo Fo m F X

Y
>

Cn.5.3.1
PelweHneTo Ha 3agajeHaTa 3ajada ce CBefyBa Ha peLIEHMEeTO Ha BTopaTa

3agaYa BO AvMHaMuKaTa. [JuHamMmykaTa paBeHKa Ha HacO4eHOTO MPaBOJSIMHUCKO
ABUXere Mo KoopauHaTHa ocka Ox ce gobuea Bo ¢hopma:

mk = Fx(t,x, ﬁ() (5.3.1)

Co npBata nHTerpayuja ce ocnoboaysa BTOPUOT N3BOA, a ce JobuBa Heno3HaTa
MHTerpaynoHa koHctaHTa C;. PaBeHkaTta ce fobusa BO hopma:

%= %(t,x,C,) (5.3.2)
Mo usBpleHaTa BTOpa nHTEerpaumja ce gobusa cnegHata paBeHKa:
x=x(t,C,,C,) (5.3.3)

Co kopucTerbe Ha aeduHMpaHNTe NOYETHM YCNOBM Ha ABWXEre ce gobvBaat
[ABE paBEeHKM 0 KOW ce onpezeriyBaaT HENo3HaTUTE MHTErpaLMoH KOHCTaHTK:

&(tO1XO’Cl):ﬁO

(. C.C) = %, 534

Mo onpepenysareto Ha Cy n Cy, kage C, :Cl(to,xo,i(o) ncC, =C2(t0,x0,1&0), n co
3ameHa BO paBeHKarTa (5.3.3) ce fobnBa 3aKOHOT Ha NPaBOJSIMHUCKOTO ABUXXEH-E:

x = x(t,t,, X, %, ) (5.3.5)

Of U3HEeCeHOTO MOXe Aa Ce KOHCTaTupa AeKa 3aKOHOT Ha MpaBOSIMHUCKOTO
[ABUXEHE 3aBUCU U 0 MOYETHUTE YCIOBU Ha ABUXKEHE.



5.8

Bo HapegHuTe npumepwn ce pasrnegyBaaTt OMNWTUTE UHTErpanu Ha nocebHu
NpaBOSIMHUCKM ABWXEHa KOWU Ce cpekaBaart BO npupogara, n Toa:
- [lpaBONUHUCKO ABWXeHe Noj AejCTBO Ha KOHCTaHTHA cuna;

- [NpaBonuHUCKO ABWXXEHE NOA A,ejCTBO Ha Cua Koja 3aB1cKu o BpeMeTO;

- lMpaBonvHMCKO ABWXeH-e NoA AejCTBO Ha cura Koja 3aBucuy o nonoxobara ;

- lNpaBonuHUCKO ABMXeH-e No4 AejCTBO Ha cuiia Koja 3aBucu of bp3uHara.

5.4 NPABOJIMHUCKO ABWXEHKE NoAa AEJCTBO HA KOHCTAHTHA CUNA

HajegHocTaBHaTa KOHCTaHTHa cufia Koja AejcTByBa Ha MaTepujaniHa Todyka e
HejsaMHaTa TeXwuHa Koja npousnerysa of rpasutayujata M ce onpegenysa of
Npon3BoAOT Ha MacaTa u 3emMjuHoTo 3abpsyBame, T.e. F; =G=m>g (Cn.5.4.1).

A Z

Mo MO

d

Cn.5.41

Co npBaTta uHTerpauuja ce gobvsa:

k=-gt+C,

CO BTOpaTta WHTerpauuja

2
X=-

3a KapakTepuCTUYHO NPaBOSIMHUCKO
[ABWXEHe Koe ce BplW noj AejcTBO Ha
TeXuHaTa, BO 3amucrieH 6e3Bo3AyLUeH
MpoOCTOpP Ha MoBplMHATa Ha 3emjaTta ce
NCTPEenn Bo BepTMKasieH npasel, Harope u
HaZouy, Kako 1 CrioboAHOTO nararse.

BepTukanHMOT UCTpen Harope ce BpLUK
CO Haco4eHa noyeTHa 6p3nHa BepTUKaHO
Harope o noBpwuHaTa Ha 3ewmjaTa.
(Cn.5.4.2).

Ha wmaTepujanHa To4ka  gejcTByBa
TexuHaTa G Koja e CNpOTUBHO Haco4yeHa
Ha 6p3nHaTa V.

3agageHn ce  cnegHMBe  MOYETHU
KMHEMATUYKN YCIOBMU:

t=t,=0, x=%,=0, X=%,.

AvdbepeHuunjanHnTe paBeHKN Ha ABMKeHe
ce pobusa Bo popma:

m:&=- m>g
(5.4.1)
=-g
(5.4.2)
+C, % +C, (5.4.3)
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Co 3ameHa Ha NOYETHUTE KMHEMAaTUYUKN YCNOBU BO paBeHkuTe 5.4.2 n 5.4.3 ce gobusaar
KOHCTaHTUTE:

C, =V, C,=0 (5.4.4)
3aKOHOT Ha BEpTUKAITHMOT UCTPes Harope ce 4o6uBa Co paBeHKaTa:

g%

X=V, X -
0 2

(5.4.5)

BepTMKanHWOT UCTpPesl Harope e pamMHOMepHO 3a6aBeHO NPaBOSIMHMCKO
2

V
OBUXeHe, Koe BO [fafdeH MOMEHT [OCTUrHyBa BMCUHa h:ZL, a notoa
g

NOBTOPHO Mo4 AejcTBO Ha TeXuHata cnobogHO nafa Ha NOBpPLIMHAT a Ha
3emjara.

Heka og BucuHa h, Todka coO mMaca m ro 3ano4yHyBa ABWMXKEHETO CO MOYeTHa
6p3nHa V, Haco4deHa KOH MnoBplIMHAaTa Ha 3emjaTa (BepTUKaneH ucTpen Hapony)

ce ycsojyBa noyetHa coctojéa (Cn.5.4.31) M, =0,t =t,,x, =01V, = &,.

Mo=0 OvdbepeHuymnjanHaTa paBeHKa 3a
\',OJ, BEepTUKAJTHEH UCTPeST HaJony e:
X m:&= m:g
mg g=g (5.4.6)
M v -
v h Co npBa un BTOpa MHTErpauvja ce gobusa:
mg XK= g 't + Cl
2 (5.4.7)
> y x:g>¢ +Cl>¢+C2
v X
Cn.5.4.3

MHTerpauunoHnTe KOHCTaAHTN ce ornpeernysaart of nodyeTHuTe ycnosm3a: t=0, x, =0,
V, = &, nn3Hecysaar:

C, =% =V,
1 =4 =V (5.4.8)
C,=0
3aKOHOT Ha BepTUKaIHMOT UCTpen Hagony ce Jobusa BoO chopma:
2
x=V, st +9% (5.4.9)




5.10

BepTukanHuMoT uUCTpen Hagony € paBHOMEPHO 3abp3aHO NpPaBOJSIMHUCKO
ABUXeHe.
MNMocebeH cnyyaj, kora e V,=0. ce gobuBa 3aKOHOT Ha cnoboaHOTO narare Ha

mMaTepujanHa To4ka.

(5.4.10)

3aKOHOT Ha cnoboAHOTO narare € onpeaeneH of utanjaHcKuoT HaydHuk Fanunej. Co
3aHemapyBarbe Ha OTMNOpOT BO BO3AyXOT, CnoboAHOTO nafare npeTcTaByBa €4HO
pamMHOMEpPHO 3a6p3aHO NPaBOSIMHUCKO ABUXKEHE.

5.5 NPABOJIMHUCKO ABMWXEHKE NoAa AEJCTBO HA CUJIA KOJA 3ABUCU O
BPEME

MaTepujanHa Toyka coO Maca m ce ABWXU NPaBOSIMHUCKN NoA AEjCTBO Ha cuna
Koja 3aBucu of BpemeTo F = F(t). Heka 3a Bpeme t=t,, nonoxo6ara Ha To4kaTta e

BO nonoxoba X =X, U uma nodyetHa 6p3vHa V =V, = %, (Cn.5.5.1).

o) M, Yo Foom F X

v

T
X, a v
X(t)

Cn.5.51

OnpepeHuymjanHaTa paBeHKa Ha ABWXKEHEe Ce ornpegenysa cropeg BTOPUOT
HbyTHOB 3aKOH:

m>8&:F(t)

dk (5.5.1)

8&=1F(t), nnu *x_1
m d m

F(t)

Ce pa3pgBojyBaaT NPOMEHNMBUTE U ce UTerpuvpa:

(5.5.2)

v:&:%(‘)c(t)ducl

3at=t,, V=V, =%, ce gobusa:

&O:% c‘j:(t)dt+Cl,vmv|

t=t,
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C =4 - % oF (et (5.5.3)

Co 3ameHa Ha C; BO MHTerpanoT ce onpegenyBa 3aKOHOT Ha 6p3uHara:

_go 1 P
V—&—Ed:(t)dt %, m0'=(t)dt

t=t,

nnw: = 1&0+—d:() t (5.5.4)

t0
Ce noBTOpyBa MHTErpPUPaHETO U ce [oO6MBa 3aKOHOT Ha ABMXXEHETO BO dhopma:
1 &

X = &O>¢+—(‘)§(‘)C(t)dtudt+c (5.5.5)

Co no4yeTHUOT yCroB t =t,, X = X, ce onpegenysa C,, 04HOCHO:

X, = ¥ t+ - ‘é(‘j:(t)dtudt+C
m _togo
nnn.

et
C,=x- ¥ ot- - ‘é(‘j:(t)dtudt (5.5.6)
mt =ty @o

3aKOHOT Ha NPaBOJSIMHUCKOTO ABUXXEHE ce f0buBa BO AehUHUTMBHA hopma

tet

X=Xy + Xt - t)+—c‘)§d:(t)dtudt (5.5.7)
toéo o]

NMonoxb6aTa Ha TOYKaTa Koja e onpegerieHa co KoopauHarta X, e (pyHuuja of
BpEeMeTOo, a UCTOBPEMEHO 3aBUCU M O, NOYETHUTE YCJTIOBU Ha ABUXEHE, T.€:

x = X{t.to, %o, %)
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5.6 NMPABOJIMHNCKO ABWXEHE MNoA4 AEJCTBO HA CUJIA KOJA 3ABUCHU O
MOJIOXKBATA

MaTtepujanHa To4ka CoO Maca m ce ABVXXW NPaBONIMHUCKM MNoJ AejCTBO Ha cuna
Koja 3aBucW of nonoxbata, 0AHOCHO F = F(x). [IBUXXeH-eTo ro 3anoyHyBa BO BpeMe

t =t,, 04 no4eTHa nonoxba X, co no4yeTHa 6p3nHa V, = K.

o) VR M FO) X
1 1 g

Xo > a v

»

[vdbepeHuymjanHaTa paBeHka Ha ABWXere ce fobusa BO hopma:

m>&= F(x) (5.6.1)
nnu:
K160 7 o
d m
%d&:lF(X)K‘iX
dt m
ok = - F ()l
m
2
% :%(‘j:(x)dx+cl

Of pageHu noYeTHU ycnosBu: X=X,, X=X, ce onpegenysa WHTerpauyuoHaTa
KoHcTaHTa Cy:

ﬂOZ

1
2 == &F(x)dx+C
2 Mo 1
2
1 \
clzlg%-E OF (x)ax (5.6.2)
(x=X9)
GIED S
270 T I

3aKoOHOT Ha 6p3uHaTa Ha TouKa 3aBWUCK Of Hej3uHaTa nonoxkéa n ce Jobuea BO
doopma:

%= i\/ﬁoz +ri &F (x)ex (5.6.3)
x=x
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X

Akoe: %>+ 2 OF (x)ax = F (x) ce gobusa cnegHata audepeHumianta paBeHka:

X=X
%:L/Fixi
dt

dx _ Gt

i,/Fixi B

Nno u3BpLLEHa NHTerpaumja ce gobmnea paBeHkara:
dx
s =t+C 5.6.4
O F ¢ 64

3a fjageHu noYeTHn ycnosu t = to , X=X, MHTEerpaymoHatTa KOHCTaHTa USHecCyBa:

nnn:

C,= 9—
2~ T =7y ‘o
x=x, T JF (x)
Co 3ameHa Ha C, BO paBeHkaTta (5.6.4) n co uHBepsuja ce onpegenysa 3aKOHOT Ha
ABuXere Bo oopma:

x=X{t.to, %o, %)

NMonox6aTta Ha TOYKaTa 3aBMCU O] BPEMETO U NOYETHUTE YCITIOBU Ha ABNXKEHE.

5.7 NPABOJIMHUCKO ABWXEHKE Noa AEJCTBO HA CUJIA KOJA 3ABUCU O
BP3UHA

MaTepujanHa To4Ka CO Maca M Ce [BUXW NPaBOSIMHUCKN MOA AejCTBO Ha cuna
Koja 3aBucu of 6panHata F =F(V). Heka 3a Bpeme t=t,, e Bo nonoxo6a X = X, 1 uMa

noyeTHa 6pauHa V, = &,.

0 ok FOO M F(®) x
X > é- \l/:r&
X >
Cn.5.71

[vdbepeHuymnjanHaTa paBeHKa Ha OBWXeHse rnacu:

m>&= F (%) (5.7.1)
m = ()

at
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Co pasaBojyBaaT NPOMEHNNBUTE U ce UHTerpupa
1
OFT ) mdit+C
1
OE( ) m

sat=ty,, k=%,
dk 1
N—r~ =—t, +C,, unu:
k:?o F(&) m°
dk 1
= 0e o 7.2

1~ OF) m® (5.7.2)

é‘)d—ﬂzi(t- to) (5.7.3)

K=k, F(&) m

Co nHBepauja ce onpeaneysa 6panHaTa V = X
V=k=j (o k) (5.7.4)
dx
praat ULTE 5.7.5
=3 (t.t. %Mt +C,
3at=t,, X=X,
X = 0 (bt kMt +C,, unm:
t=t,
C, =% @ (bt koot (5.7.6)
t=t,
t
=%+ Q) (Lt X )t (5.7.7)

t=t,

3aKOHOT Ha OBWXXEHETO 3aBMCU Of BPeMeTO U o4 NMOYEeTHUTE YCIIOBU Ha

ABUXetbe, T.e:
= x(t.to, %o %)
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5.8 KOS ISTREL

Kosiot istrel e karakteristi~no krivolinisko dvi ewe koe se
sretnuva vo praksata. Vertikalniot istrel nagore i1 horizontalniot istrel
proizleguvaat od kosiot istrel kako posebni slu~al.

Ako materijlalna to~ka so masa m se isF¥rli vo bezvozdu{en prostor so
po~etna brzina V, koja zaklopuva agol a so horizontalata (S1.5.8.1), velime
deka nastanuva kos i1strel. Agolot a se narekuva elevacionen agol.

Za da gi dobieme parametarskite ravenki so kol }e bide deFinirano
dvi “eweto na materijalnata to~ka M }e go postavime koordinatniot sistem
taka {to koordinatniot po~etok O }e se poklopi so po~etnata polo ba na
podvi “nata to~ka M,, a ramninata xOy }e ja poklopime so vertikalnata
ramnina vo koja le " i vektorot na po~etnata brzina V,.

Za taka deFiniran koordinaten sistem mo~eme da gi usvoime slednite
po~etni uslovi:

y
. . za: t, =
M v M, Vi X =
VO 1 ° _0’
G |H,. Yo = (5.8.1)
M, [/ \a M, %, =V, cosa ,
@) X =V
L &O Osna
/II/ /II/
S1.58.1

Edinstvena sila {to dejstvuva na materijalnata to~ka e silata na
zemjinata te " a, paralelna so Oy oskata, pa diFferencijalnite ravenki na
dvi ~“eweto go dobivaat sledniot oblik:

m&=0 =0
b

(5.8.2)
m§=-mg §=-g
So dve posledovatelni integracii gi dobivame slednite 1zrazi:
k=C,
y=-gt+C,
x=Cyt+C, (5.8.3)
gt’

y:-7+C2t+C4
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Integracionite konstanti se dobivaat od po~etnite uslovi deFfinirani
so ravenkata (5.8.1) ako istite gi zamenime vo ravenkite (5.8.3), odnosno:

C, =V, cosa
C, =V,sna
C,=0
C,=0

(5.8.4)

Kone~nite ravenki na dvi ~eweto go dobivaat sledniot oblik:

X =V, t cosa

2 5.85
y:-%+votsina ( )

Prvata ravenka ni poka uva deka vo pravec na oskata x to~kata se
dvi ~ i1 ramnomerno (proekcijata na brzinata na oskata x ima konstantna
vrednost).

Vtorata ravenka ni poka uva deka vo po~etokot, se do moment t,
(defFinirana polo ba na to~ka M,), materijalnata to~ka vo pravec na
oskatay se dvi ~ i ednakvo zabaveno, a potoa se dvi " i ednakvo zabrzano.

Ako od ravenka (5.8.6) se eliminira vremeto t, se dobiva ravenkata na
traektorija na kosiot istrel:

f=_ X
V, cosa

X :
- gﬁ +V,sina ———
2V, cos"a V, cosa

2
y =
gx’

————+ xtga 5.8.6
2V?cos’a J ( )

y=-

Traektorijata na kosiot istrel pretstavuva ravenka na kvadratna
parabola, so oska na simetrija paralelna so oskatay.

To~kata M, vo koja nastanuva promena na dvi ~eweto pretstavuva teme

na parabolata. Vo taa to~ka vektorlot na brzinata e horizontalen, pa od

uslov deka proekcijata na brzinata V na oskata y e nula se dobiva vremeto
na dvi ~ewe, a potoa i koordinatite na to~kata M,:



5.17

¥=0
¥=-gt+V,sna =0
{ = YoSNa (5.8.7)
g
V,sina _ 2sinacosa V. _VZ’sin2a
X, =V, cosa = =
g 29 29
V/sin’a
Y1 = Hmax =5
29

Maksimalniot dostrel na kosiot istrel se ozna~uva so L 1 se dobiva
od uslov deka vo to~kata M, imame y, =0.

2

ot

y, =- +V tsina =0

_2/,sna

t, g

(5.8.8)

2V, sina _VZsin2a
g g

X, =L =V, cosa

Ako se sporedi ravenkata (5.8.8) so ravenkata 5.8.7 mo " e da se zaklu~i
deka vremeto t,, potrebno to~kata da go dostigne maksimalniot dostrel, e

dvojno pogolemo od vremeto t, koe odgovara na maksimalnata visina na
iska~uvawe, a x koordinatata {to odgovara na to~kata M, e dvojno pogolema
od x koordinatata {to odgovara na to~kata M.

Najgolema visina na iska~uvawe se postignuva za agol a =p/2,
odnosno so vertikalen istrel nagore:

2
H =Yo (5.8.9)
29
Najgolem dostrel se postignuva za agol a =p/4:
2
Lo Vo (5.8.10)
g

Horizontalniot istrel se postignuva za agol a =0 1 nekoja visina h.
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6.1 AMHAMUYKN KAPAKTEPUCTUKU HA MATEPUJAJIHA TOYKA

Heka e pageHa maTepumjaniHa To4ka CO Maca m Koja ce [ABWXW BO
]

NPOCTOPOT NoA4 AejcTBO Ha cuna F .
Bo cekoj MOMeHT moxaT Aace gemHupaat AMHAMUYKUTE KapaKTEepPUCTUKM
KON npousrierysaaT Of —KWHEMaTU4KUTEe KapakTEepUCTUKN Ha  [BKEHeTo

(BEKTOPOT Ha nonox6ata I 1 6p3vHaTa Ha ToykaTta V) N o4 maTepujanHocTa Ha

TouKaTa uspaseHa npeky macata m.

Kako OCHOBHM AMHAMW4YKKM KapakKTEpPUCTUKK, ce AehnHMpaaT: KONIMYECTBOTO Ha
1

Asnxewe K 1 KMHeTnykata eHeprmja Ek=T, Ha nogswkHaTta To4Ka.
[ononHnTtenHa guHaMmmyka KapakTepucTuka Koja nponsnerysa of KOJiM4ecTBOTO Ha
1

OBWXere 1 nosioxkbaTa Ha ToukaTa € KHHeTUYKMOT MomMeHT |, (Cn.6.1.1).

KonuyectBoO Ha JgBUXeHe Ha MOABMXKHA TOYKa € HapeyeHa
BEKTOpCKaTa rofieMuHa Kojae onpefeneHa co nNpoussBofoT Ha macata m u

6p3uHaTa Ha To4ykKaTa V , O4HOCHO:

K =m/ 6.1.1)

KonuyectBoTO Ha [ABMXEHE € BEKTOp KOfMHeapeH CO BEKTOpPOT Ha
6p3vHaTa. 3a onpefenyBare Ha WHTEH3UTETOT Ha KOMIMYECTBOTO Ha OBUXKEHE
Tpeba pa ce peduHupa cooaBeTHa MepHa eauvHuua. MepHata eguHuuya Ke

1

npousrnese o AMMEH3MUTE Ha KONMYECTBO Ha ABMXEere K Kou npousnerysaat op,
AVMEH3MUTE Ha OCHOBHMTE ronemunHu (Maca, AoMK1Ha 1 Bpeme), 1 ce gobueaaT o

npoussoAoT M >L>T ', Cnopes Toa MepHaTa eamHuLa naHecysa 1xkg xmxs™

KWHeTU4KM MOMEHT Ha TouKaTta e BeKTopcka rofiemuHa onpefeneHa
CO BEKTOPCKNOT NpoU3BO/A HAa BEKTOPOT Ha noroxo6ara [ N KONUYECTBOTO

Ha ABMXEeHeTo K , T.€: . .
= [F. K= [ m) 612

v

Cn6.1.1
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Oa paBeHkarta (6.1.2), moXe pa ce KOHCTaTUpa Aeka KWHEeTUYKUOT
MOMEHT € MOMEHT Ha  KOJIM4eCTBOTO Ha [ABWXErhe BO OAHOC Ha
KOOpAUHATHMOT no4eTok “0“. [paBeLoT U HacoKaTa ce NoKJonysaaT Co NpaBeLoT
W HacokaTta Ha No3UTUBHO OpUeHTMpaHa HopMana Ha Todkata O Ha noBpLUMHATa Koja

1
ja ocbopmyBaaT BekTopuTe I 1 K.
1
OvmveHsnnTe Ha |, ce gobusaat og npoussogoT: M >L*>T ™', a mepHaTa eguHuua

nsHecyBa 1xkgxm’ >xsec’t.

1
KonuyectBoTo Ha ABMXeHe K N KUHETUYKNOT MOMEHT |0 Ceé BEKTOPCKU

AVHAMWYKA KapaKTepUCTVKN Ha NoABuXHaTa TOYKa Of KOW KONNHECTBOTO P'< e
BEKTOp Bp3aH 3a camaTa TO4Ka, AoAeKa KUHETUYKNOT MOMEHT |, BEKTOp Bp3aH 3a
nonot “O. OBMe AMHAMUYKM KapakKTEPUCTMKU Ce BOBEAEHM BO KlacuyHarta
MexaHnkKa o, cTpaHa Ha Hej3UHUOT OCHOBOMOJIOXHUK Micak HbyTH.

KuHeTuMyKaTa eHepruja e Hape4yeHa XX1uBa cuna Ha noABUXXHaTa ToYKa u e
odopmeHa Kako cKanapHa Kapaktepuctuka , pAecpuHupaHa co
nonynpousBoAoT Ha Macata M KBagpatoT Ha 6p3unHaTa, O4HOCHO:

2
Exk=T ="V

(6.1.3)

JvveHsnnTe Ha KuHeTuukarta eHepruja ce: M >L*>T %, a mepHa eauHuua
1xkg X xsec™?
OBaa AMHaMUYKa KapaKTepucTuhKa Ha NoJBMXKHATA TOYKa e co3fdajeHa of

Hay4YHUKOT JlajoHuL.
MpomeHUTe Ha oOBME AMHAMMYKU KapaKTEepUCTUKM HacTaHyBaaT opf
1

KapaKTepUCTUYHM AejcTBa Ha cunaTta F Bp3 NoABMXKHATa TOYKa.
Co noBp3yBareTO Ha MPOMEHUTE Ha AUHAMUYKUTE KapaKTEepUCTUKK U
1

KapkaTepucTuKuTe Ha cunata F e OBO3MOXeHO OohopMyBarbe Ha OCHOBHUTE
3aKOHM BO AMHamMuKa Ha maTtepujarniHa To4ka.
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6.2 3AKOH 3A KOJIMMECTBO HA ABUXEHE U
3AKOH 3A NMPOMEHA HA KOJIMMECTBO HA OBWXEHE

MoMMOT KONIMYECTBOTO Ha ABMXKEHE Ha MaTepujasiHa TOYKa € OCHOBHa
OVHaMM4YKa KapakKTepucTuka JedvHupaHa of Npou3BOAOT Ha macata m U
1 1 ]

6pauHaTaHa To4dkartaV ,ogHocHo: K =m»/ (Cn.6.2.1).

KonnyecTBOTO Ha [AOBUXEHE €
BEKTOpCKa oyHKUMja, Y NPOEKLUUN BO
[lekapToBMOT KOOpAMHATEH CUCTEM
Oxyzce:

Kx=mVx=m:X
Ky = m3/y = mxy§ (6.2.1)
Kz=mx»/z = mx&

Co Tpute npoekuyuu (6'2.'1) ce

aepmHnpa wn BekTtopoT K co
WHTEH3UTET, NpaBeL 1 Hacoka.

Cn.6.2.1

K = {Kx? +Ky? + Kz
KX Ky Kz
cosay =—; cosbr =—=; cosgr =— 6.2.2
£k £ 9% = ( )

r
K

1 1
Heka BekTOopckaTa paBeHKa K =mx»/ ,ce gudepeHumpa no BpemeTo:

- =m>—=mxa=F (6.2.3)
dt dt
Op paBeHkaTa (6.2.3) nponsnerysa paBeHKaTa:
< T
aK_f (6.24)
dt

PaBeHkaTa (6.2.4) ro onpefenysa 3aKOHOT 3a KOJIMYECTBO Ha ABUXXEHE
Ha maTepujariHa To4YkKa, a Co Toa e ornpefiesieH 1 BTOpMOT tbyTHOB 3aKOH NpeKy
KONMYeCTBOTO Ha ABUXEHe KOj rnacm:

M3BoAOT Ha KONIMYECTBOTO Ha ABUXeHe MO BpemMeTo € eAHaKOB Ha
cunaTta Koja AejcTByBa Ha matepujanHarta Toyka.

AKO 3aKOHOT 3a KONIMYECTBO Ha ABuxemse (6.2.4), ce Hanuwe BO cnegHasa
dopma (gudpepeHumjanHa) ce nobuea paBeHKaTa:

dK = F it (6.2.5)
MNpousBoAoT Ha cunaTa F u eNIeMEeHTapHNOT MpUpacT Ha BPEMETO

JedomHMpaaT KapakKTepuUCcTMKa Ha cunaTta HapeyeHa efleMeHTapeH uvnync dJ , 4mm
npaBeL 1 HacoKa ce coBnaraar co nNpaBeLoT n HacokaTa Ha cunaTta (Cn.6.2.2).
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PaBeHkarTa (6.2.5) MOXe fa ce Hanvwe BO (hopma:
dK = dJ (6.2.6)

EnemeHTapHMOT npupacT Ha
KONMMY4eCTBOTO Ha [ABuXewe e
eAHaKOB Ha efleMeHTapHUOT UMNYJIC
Ha cunara.

Co AvdepeHymjanHaTa
paBeHka (6.2.6) ce onpepgenysa
3aKOHOT 3a npupacT (npomeHa) Ha
KONIMY4ECTBOTO Ha [ABUWXeHe BO
AvdpepeHyumjanHa popma.

AKO [BMXEHETO Ha To4dkaTta e
BO BpPEMEHCKW uHTepBan oA ty Ao f,
UMNYNCOT Ha cunata ce pobusa BO
dopma:

r @ r tr
Cn.6.2.2 J=0g\ = xdt (6.2.7)
ty to

WUnu co npoekuuuTe Jx, Jy n Jz:
&

X = (‘j:x xdt
tO
b
Jy = gyt (6.2.8)
tCl
L't
Jz= (‘j:z xdt

t

0

NHTEeH3UTeTOT, npaBeLyoT W HacokaTa Ha WMNyNcoT Ha cunata ce
onpegenysaaT o paBeHKUTE:

J=,J;+J3)+J2; cosa, :JTX, cosb, :JJY, Ccosg, :JTZ (6.2.9)

3a MepHa eaMHULA Ha UMMYNCOT Ha cuna e ycBoeH: IN >s unm kg xmxs !
PaBeHkaTta (6.2.6) BO MHTerpanHa copma e:

Krl r r 1 1 1
;‘)jK =J,ogHocHo: K, - K, =J (6.2.10)
Ko

Co paBeHkaTa (6.2.10) ce gethnHupa 3aKOHOT 3a npupacT (npomeHa) Ha
KONIMY4ECTBOTO Ha ABUXXeHe Ha MaTepujanHa Touyka BO MHTerpasnHa gopma,
Kora fiBM)XeH-eTo Ha ToYKaTa e BO KOHe4YeH BpeMeHCKU uHTepsanof t, - t,.

1 1 1
UcTtuot rnacu: NpupacToT Ha KONM4YecTBOTO Ha ABuXewe (DK =K, - K;)

e efjHaKOB Ha MMMYJICOT Ha cunaTta co3gafeH co AejCTBOTO Ha cunaTta BO
BPEMEHCKUOT MHTepBanopg t, - t,.
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Op Cn.6.2.2 cnegysa rpamykmoT npukas Ha
nmnyncotT Ha cunata (Cn.6.2.3).

Co npoekTupare Ha BeKTopcKarta paBeHKa
(6.2.10) ce  pobuBaaT crnegHUTE  aHANIUTUYKK
K, (ckanapHW) paBeHKMU:

Cn.6.2.3 Ky, - Ko, = J,
Kly B KOy = ‘]y
Klz - KOZ = ‘]z

nnu:

L't
M/, - my/,, = aFxodt
tO
Lt
my/, - m3/, = oFyxdt (6.2.11)
t0

L't
mx/,, - m¥/,, = Fz>dt
t0

Co paBeHkuTe (6.2.11) ce aechHMpa 3aKOHOT 3a NPUPACT Ha KOJTMYECTBO
Ha ABU)XeH e BO 04HOC Ha KOOpAMHATHUTE OCKMU KOj rnacu:

MpupacToT Ha NpoeKyuMjaTa Ha KOJSIMYECTBOTO Ha ABUXXEHE MO OJHOC Ha
6110 KOja OCKa e e4HaKOB Ha NpoeKLujaTa Ha MMNYJICOT Ha cuiaTa BO OQHOC Ha
ucrara ocka.

1 1
Bo cnyyaj kora e cunata F =0, cnegyBa gexka n umnyncoT Hacunata J =0, a
3aKOHOT 3a NpupacT Ha KOSIMYECTBOTO Ha ABWXeHe ce aobusa Bo hopma:

}'<1 - }'<o =0, 04HOCHO:

K, = PI(O =K =m»/ = const. (6.2.12)

Co paBeHkaTa (6.2.12) ce pgeduHupa 3aKOHOT 3a oOfpXyBake Ha
KOJ<INYEeCTBOTO Ha ABUMXeHe, OAHOCHO npBMOT HbyTHOB 3aKOH, CO KOj ce
onpegenysa 3aKOHOT Ha  MHepuMjasIHOTO, OAHOCHO paMHOMEPHO
NpaBOJIMHUCKO ABUXXEHe Ha MaTepujasiHa TOYKa.

3aKOHOT 3a NpupacT Ha KONMMYECTBOTO Ha ABMXKEHE MOXe Aa ce NPUMEHN BO
] 1
cnyyaj kora e gafieH UMNyncoT Ha cunarta Ju noyetHata 6p3vHa V,, a ce 6apa
6p3uHaTa Ha To4KaTa Nno M3MMHATUOT BPEMEHCKM nHTepBan (t, - t,), OAHOCHO:
ror 1r

V, =V, +=J (6.2.13)
m

Ha oBaa BeKkTOpcKa paBeHKa oAroBapaart Tpy CKanapHU paBeHKU 04 KOU Ke ce
1
onpeaenv u BEKTOpoT Ha 6p3nHarta V.

3aKOHOT 3a MpupacT Ha KOJIMYeCTBOTO Ha ABMUXXEHe Ce KOPUCTU BO
TeopujaTa Ha yaap. YAapoT e nojaBa BO npupogaTta Kora BO MHOry KpaTtok
MHTepBas& Ha Bpeme, 6p3nHaTta Ha To4ykKaTa (MaTepujanHOTO Teno) aob6busa
3Ha4yajHU NPOMEHM.



6.6

6.3 3AKOH 3A KMHETU4HKN MOMEHT

Co 3akOHOT 3a KMHETUYKM MOMEHT ce geduHupa npoMeHata Ha
KUHETUYKMOT MOMEHT BO 3aBUCHOCT Of KapakTepUCTMYHOTO AEejCTBOTO Ha
cunaTa. .

KuHeTnukunor MOMEHT |, e onpegeneH co MOMEHTOT Ha
KOJZIM4ECTBOTO Ha ABUXXeHe BO OA4HOC Ha KOOPAMHATHMOT MOYETOK, NOJSIOT
1
O. Touyka co mMaca m Koja ce ABWXW BO MPOCTOPOT NofA AejcTBo Ha cuna F, BoO
1 1

OafeH MOMEHT COApPXW KONMMYEeCTBO Ha pABuxkerwe K =mx/ u  MOMEHT Ha
KONIMYECTBOTO Ha ABWXeHe BO ogHoc Ha nonot"0O" (Cn.6.3.1), ogHOCHO:

=l = ] 631)

1
BekTtopoT |, wnma npasey u
Hacoka Ha NO3UTUBHO
OpueHTUpaHaTa Hopmana BO
Touka O Ha noBpwuHaTa
odoopMeHa 0f BEKTOPOT Ha
nonox6ata I U BeKTOPOT

Ha KONN4eCTBOTO Ha
1
AnBXene K, o0AgHOCHO
1
6p3vHaTaV.
y Mpoekumnte Ha

KWUHETUYKUOT MOMEHT |, BO
ogHoC  Ha  [lekapToBuoT

X Cn.6.3.1 KoopauHaTteH cuctem  ce
S onpepenysaat npeky
JeTepMuHaHTara:
I I I
r r r Lk
IO:[rr,mA/]:[rr,m%]:x y z
K ¥ #
OAHOCHO:
IrOx = m(yxﬂ_ ZX&)
loy = m(zxk- x k) (6.3.2)
r
IOz = m(Xx&_ yx&)

MHTeH3NTETOT, NpaBeyoT N Hacokara:

I | I

lo = lox” +loy” *+1o,” , COSA, = s cosby, = cosg, = (6.3.3)
0 0 0

0
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Heka paBeHkaTta (6.3.1) ce andepeHuympa no BpeMeTo t:

I r
%:g [r’mN
d dt

(6.3.4)

MpBMOT u4neH opf paBeHCTBOTO (6.3.4) e egHakoB Ha Hyna, 6uaejkm
BEKTOPCKMOT MNpPOM3BOA4 Of [ABa KONIMHEApPHW BEKTOPU € eAHAKOB Ha Hyna, u

paBeHKaTa (6.3.4) MOXXe face Hanuwe BO doopma:

T <[, md]=[f F|=m}

r 1
BekTopcknoT nponssop, [r,FJ onpegenysa

v

Cn.6.3.2

(6.3.5)

MOMEHT Ha cunata BO O4HOC

Ha KOOPAMHATHUOT MNOYEeTOK
O. MomMeHTOT Ha cunata e
BEKTOP 4uW NpaBeLl M Hacoka
ce coBnaraaT cO npaBeuoT wu
Hacokata Ha NO3UTUBHO
OpueHTUpaHaTa Hopmana BO
nonot “O“ Ha noBpwwMHaTa,
odopMeHa 0f BEKTOPOT Ha

nonox6ata I wu cunata F
(Cn.6.3.2).

Co paBeHCTBOTO
T

dl rr
d_tOZMOF ce

3aKOHOT Ha
MOMEHT KOj

(6.3.5), ogHOCHO:

onpepenysa
KUHETUYKUNOT
rnacu:

N3BOAOT HAa KUHETUYKUOT MOMEHT (MOMEHTOT Ha KOJIN4eCTBO BO OQHOC Ha
nonot 0) Nno BpemMeTo, € eAHAaKOB Ha MOMEHTOT Ha cufiata BO OAHOC Ha

MCTUOT Nnon.

PaBeHkaTta (6.3.5) ro geduHupa 3aKOHOT 32 KMHETUYKMOT MOMEHT BO BEKTOPCKA
dopma. lNpoekumnTe Ha BeKTopckaTa paBeHka (6.3.5) ro onpegenysaaT 3aKOHOT
32 KMHETUYKNOT MOMEHT BO aHanuMTudka ¢popma, 04HOCHO:

dlo, _
dt OoX
dl,,
=M
dt o
dly, _
dt 0z

(6.3.6)

Co uspasute (6.3.6) ce pgehmHUpa 3aKOHOT 3a KUHETUYKUOT MOMEHT
BO OAQHOC Ha OCKa KOj rnacu: U3BofoT Ha MOMEHTOT Ha KOJIMYEeCTBOTO Ha



6.8

ABMXXere BO O4HOC Ha OCKa Nno BpemMmeTo e eAHAaKOB Ha MOMEHTOT Ha cuJiata BO

OA4HOC Ha nctarta ocka.

1
MomeHTOT Ha cunaTta e KapakTepucTuka Ha cunara F 4ue gejcTBo e NoBp3aHo
co nosno)xxbaTta Ha To4ykaTa BO ogHOC Ha nonot " O" .
Komponentite na momentot na silata proizleguvaat od determinantata na

A 1

K 1
[S~V M(m)

Cn.6.3.3

v

vektorskata ravenka (6.3.5).

Heka e MOMEHTOT Ha cunaTta
BO OOHOC Ha I'IOJ'IOT O epgHakoB Ha

Hyna , T.e. lr FJ 0. CneAyBa
[eKa HanagHaTta nuHuja Ha cuniarta F

nocTojaHo MuHyBa Hu3 nonot O
(Cn.6.3.3).
d, .Irr
3a: E =M, =0, KNHETUYKHNOT

MOMEHT

|, = const. (6.3.7)

Co BekTopckata paBeHKa (6.3.7) ce gechMHMpa 3aKOHOT 3a oAp)XyBake Ha
KWUHETUYKMOT MOMEHT BO opgHoc Ha nosnoT O. [IBmxereTo Ha ToykaTta € BO

nocTojaHa pamHuHa.

3aKOHOT 3a ofpXXyBare Ha KUHETUYKMOT MOMEHT BaXku MpU [ABUKEHETO
Ha NnaHeTMTe Ha COHYEBMOT CUCTEM, Yne ABWXKEeH-e € Noj AejCTBO Ha MpUBMeYHU
CUNN KOM Ce CeKorall HacO4eHM KOH COHLEeTO:

onst.
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6.4 ZAKON ZA PRIRAST NA KINETIMKATA ENERGIJA

Neka e dadena materijalnall to~ka M so masa m koja se dvi 1 vo
prostorot pod dejstvo na sila F (S1.6.4.1). So poluproizvodot na masata
1 kvadratot na brzinata se deFfinira dinami~kata karakteristika na
dvi “eweto kineti~ka energija ili “ivasila na podvi nata to~ka t.e.:

2
Exk=T ="

Spored iznesenoto sleduva deka promenata na kvadratot na intenzitetot
na brzinata pridonesuva za promena nakinetikata Ek.
Za dase opredeli karakteristikata
na silata koja }e 1izvr{i1 promena
na kineti~kata energija, se koristi
dinami~kata ravenka na dvi ~ewe po
pravec na tangentata t.e. mea; =F;.
Neka ravenkata se pomno i so
elementarniot pat ds odnosno:

ma, =F [/ >ds

mx?j—\t/ds: F; xds

m>V >dV = F cosa :ds
rr

%dgmx\/?z+:(l:,dr) (6.4.1)

0

2

lrazot od leva strana g¢go opredeluva diFferencijalot na
kineti~kata energija, odnosno dEk =dT, a izrazot od desnata strane e

skalaren proizvod na silata F i elementarnoto pomestuvawe df na
podvi ~nata to~ka.
Karakteristikatg na silata koja e opredelena so skalarniot

proizvod na silata F 1 elementarnoto pomestuvawe na podvi nata
1 -
to~ka dr e nare~ena elementarna rabota I se ozna~uva so dA.

da=(F,dr) (6.4.2)
Ravenkata (6.4.1) mo e dase napi{e vo Forma:
dT =dA (6.4.3)

Ravenkata (6.4.3) go deFfFinira Zakonot za promena na
kineti~kata energija vo diFferencijalna Fforma Kkoj glasi:
Elementarnata promena na Kkineti~kata energija na to~kata e
ednakva na elementarnata rabota na silata koja se i1zvr{uva vo
dadeniot moment.

Pri kone~no pomestuvawe na to~kata od polo ba My do krajna
polo~ba M;, kineti~kata energija se menuva. Vo polo ba My iznesuva:

ma/,* ma/,*

T, =Ek, =
0 0 5

,a vo polo bata M;: T, =Ek, =

(S1.6.4.2).
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So iIntegracija na diferencijalna
ravenka (6.4.3) se dobiva:

T

GT= ¥A (6.4.4)
T MM,
T,-T,=A (6.4.5)

Ravenkata (6.4.5) go deFfinira
zakonot za promena na kineti~kata
energija vo integralna (kone~na)
S1.6.4.2 forma, koj glasi:

Promenata na kineti~kata energija pri kone~noto pomestuvawe
na to~kata, koe se slu~uva vo kone~en interval od vreme e ednakva
na rabotata na silata koja e 1izvr{ena pri istoto kone~no
pomestuvawe na to~kata.

Zakonot za promena na kineti~kata energija mo e dase napi{e i
vo sledna forma:

2 2 (M r
m;\/l : m’;/O = (‘zF,drr) (6.4.6)

(Mo)

Rabotata na silata pri kone~noto pomestuvawe na to~kata od
polo ba My do krajna polo ba M, zavisi od skalarniot proizvod pod
integralot koj mo e da se deFfFinira preku komponenti na prirodniot
111 dekartoviot koordinaten sistem, odnosno:

S M;
A= (F; (s)ds= gF,dx+F,dy + F,dz (6.4.7)
S

Mo

Od deFfinicijata za elementarna rabota na silata koja dejstvuva
na to~kata mo e da se konstatira deka istata e skalarna golemina
koja mo e da bide pozitivna 1 negativna. Znakot "+" ili "-"

proizleguya od nasokite na silata F 1 elementarnoto pomestuvawe na
to~kata dr . Ednakvo naso~eni vektori opredeluvaat pozitivna rabota, a
sprotivno naso~eni vektori negativna rabota. (S1.6.4.3).

Postoi grani~en slu~aj koga silata e normalna na elementarnoto
pomestuvawe, elementarnata rabota e ednakva na nula.

Za opredeluvawe na rabota na silata pri kone~noto pomestuvawe, od
polo™ba My do krajpa polo ba M, potrebno e da se opredeli
podintegralnata Funcija koja

a<90o | . mo-e da zavisi od
F F polo~bata na to~kata
(koordinata xy,z) i1l
prirodnata koordinata r , a
dr Ny M M vo poedini slu~ai da se
opredeli kako ¥Funkcija od

dA>0 dA=0 vremeto t.

Rabotata na silata e
skalarna golemina so merna
S1.6.4.3 edinica:; INm=1J (1XUI)
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7.1 BOBEA BO AOUMHAMUKA HA HECNOBOAHO AOBWXEHE HA
MATEPUJANTHA TOYKA

Bo TexHuykaTta npakca BO ronem 6poj cnydam ABUMXKEHETO Ha
MaTepujanHaTa ToOYKa e orpaHu4eHo o NOCTOEHETO Ha BPCKU KOWU He 3aBucart
OA MOYETHUTE YCIIOBU Ha ABMKEHETO U 0, aKTUBHUTE CUNU. BakBOTO ABUXEHE
€ Hape4yeHOo Hecrio604HO UM NPUHYAEHO ABUXEeHEe Ha MaTepujanHa To4YkKa.

BpckuTte ce gemHMpaat co NOMOLITA HA PaBEHKN U HEPABEHKU Ha KOU ce
NOTYMHETM KOOPAMHATUTE Ha maTepujanHaTa Todka. Cnopep Toa, paBeHKUTE Ha
BPCKUTE Ce YCIIOBEHW paBeHKM CO KOM ce orpaHudyBa cnoboparta Ha
ABUWXXEHETO Ha MaTepujaniHa TO4YKa, a CO Toa Ce HamanyBa Hej3uMHaTa
noABMXHOCT, OAQHOCHO CTENEeHOT Ha cnobopa.

Ha npumep, matepujanHa To4dka ce OBMXM MO MOBpLUMHATA f(x, Y, z):O.
[MoYeTHUTE KUHEMATUYKM YCNOBU KaKO U KOOPAUHATUTE Ha ToYKaTa BO CEKOj MOMEHT
Tpeba pa ja 3agoBoniat ycnoseHata paBeHka. Co Toa, egHa of KoopAuHaTuTe €
3aBUCHa O OcTaHaTUTe ABE HEe3aBMCHW KOOpAMHATU M CTEMNEHOT Ha cnobopa ce
Hamasysa n nsHecysa k=2.

Bo AuHamMuKaTa ce KOpMUCTAaT Haj pasNMYHW BUAOBM Ha BPCKM.
3a HajeJHOCTaBHV BPCKM Ce TpeTUpaaT FreoMeTPUCKMTE U XONTIOHOMHUTE CO KOM
ce orpaHuYyBa camo Nonoxo6aTa Ha TouKaTa, OFHOCHO HEj3VHUTE KOOpAMHATH, Ha
npumep, noepwwHata f(x,y,z)=0.

Kako MNOCMOXEeHNW BpPCKM Ce TakaHapedeHWTe KUHeMaTU4KU unu
HEXONTIOHOMHU BPCKU CO KOM OCBEH nosioxbaTta ce orpaHudyBa U 6p3vHaTa Ha
TouKaTa, Ha NpuMep, paBeHkaTta Ha Bpcka j (x,y,z %, ¥, %) =0.

MocTojaT Taka HapeyeH CTaLMOHAPHU UMM MOCTOjaHN BPCKU KOM He ce
MEHyBaaT CO TEKOT Ha BPEMETO M HeCcTaLMOHapHM WM MEHSIMBU KOMU ce
MeHyBaaT CO TeKOT Ha BpemeTo, Ha npumep f(x,y,zt)=0..

BpckuTte moXkaT ga usBplLuaTt orpaHuyyBame Ha ABUXXEHeTO Ha ToYKaTa 1
BO HeKOja obiacT Ha onpeaesieHa NoBpLUMHA, Ha NpUMep f(x, 2 z)3 0. ToukaTa
MO>XXe Aa OCTaHe Ha NoBpLUMHATa, HO MOXe 1 fa ce oaBou o uctata. CraHysa 360p
3a TaKaHapeyeHu eAHOCTpaHu Wnun
He3aAp)XyBaykKu BPCKM.

Ha npumep, pamHuHaTa z3 h.
[BMXeHeTo Ha ToukaTa € BO paMH/MHaTa
1 BO NPOCTOPOT Haj Hea. (Cn.7.1.1).

CnpoTMBHO Ha  eAdHOCTpaHuTe
BPCKMU ce ABOCTpaHuUTe unu
3a4p>XKyBauykKu BPCKU NpuU KOU TouyKaTta
oCTaHyBa Aa ce ABWXMW MO BpcKaTa U
ucrtata He MoOXe Aa ja HanywTu. Ha
npumep, NPUHYAEHO ABWXEHe Mo BpcKa
Cn.7.1.1 onpe/eneHa BO Npecek Ha [8e NOBpPLLMHU
f(xy,2)=0 n f,(xy,2)=0, oaHocHO

nnHnja Bo npoctop. (Cn.7.1.2).
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Mpumep: Hesagp>xyBadka unu egHocTpaHa
BpCcka MoXe fa buae n KoHel 4Yim Kpaj BO To4KaTa
M cogp>xu maca m, a Bo no4eTokoT O e obeceH 3a
HenoAdBw>Ha notrnopa. PaBeHkaTta u HepaBeHKaTa
e:

X*+y*+z°-1°£0

,Kagee OM =1.
v Z 3a BpemMe Ha poTauujata, KOHeLoT MoXe Aa
ja npubnuxu TO4YKata M KOH LEHTapoT Ha
Cn.7.1.2 poTauujaTta, Ha npumep BO Nonoxoéa M'.

AKO KOHeLoT ce 3aMeHu co KpyT ctan (Cn.7.1.3) n Ha KpajoT ce obecu ToukaTa
M co maca m, paBeHkaTa Ha Bpcka ce gobusa Bo hopma:

x2+y2+72-12=0

Bo 0BOj cny4yaj BpckaTa e 3agp>xyBadka unm
ABocTpaHa. ToykaTa e npuHygeHa ga ce ABVXW Mo
NnoBpLUMHATA Ha TOMKa.

MaTepujanHa To4Ka Koja € npuHygeHa ga ce
OBWXKW NO AafeHa BpcKa noj AejCTBO Ha Hekoja
1

cina F, Ke uma BnMjaHMe Ha BpcKaTa Koe e
v Z N3paseHo Co cuna Ha NPUTUCOK.

Cnopep TpeTuOT 3aKOH Ha tbyTH, BpckaTta

Cn.71.3 KOja e maTepujarniHa Ke AejcTByBa CO CNPOTUMBHA

cuna, Koja e eHaKBa rno UHTEH3UTET 1 NpaBeL, Ha

cunata Ha NpUMTUCOK. BakBUTEe CNPOTUBHU UNKN peaKTUBHU CUSIA Ce Hape4veHU
AVMHaAMUYKKM peakuuum Ha Bpcku. Cnegysa, geka AejcTBOTO oA BpCKaTa BP3

MaTepujanHaTa Touka ce onpeaenyBa npeky peakuujata Ha BpckaTa F,

Mpu npuHypgeHo ABMXXere Ha MaTepujanHa Tovka MO MOBpPLUMHA Ce
KOPUCTU MNPUHUMNOT Ha ocnobogyBakbe, W BNMjaHMETO Of Bpckata Bp3
1 1

TouKaTace u3pasdyBa npeky peakuuvja Ha Bpckata F, = R, .

Peakunjata F, ce pasnoxysa BO [JBe KOMMOHEHTW, HOpManHa F. wm

n

1
TaHreHuwjanHa F; .

HopmanHaTa peakuuja e co npaseL M
Hacoka Ha MNO3MTMBHO OpUEHTUpaHaTa
HOpMana N Ha MOBpLUMHA BO TOuKaTta
M, oAHOCHO rpagueHToT Ha
nospwuHaTta gradf (Cn.7.1.4).

TaHreHyujanHata KOMnoHeHTa F;

€ Cufla Ha Tpuere Koja JieXxu BO
TaHreHuvjanHata paMHMHa Ha To4KaTa
M, 1 Mma npaBey Ha Op3unHaTta Ha
TOYKaTa a HacokKa CrnpoTMBHa Ha
asvxereto (Cn.7.1.4).

v
<
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HopmanHata peakuvja MoXke ga ce onpefeny BO 3aBUCHOCT Off paBeHKarta Ha
BpCKaTa 4ue [4ejCTBO € U3paseHo NpeKy rpagneHToT, OAHOCHO:

F, =1 xgradf (7.1.1)

r r r
kage ce: gradf :Ei +ﬂj +ﬁk.

™>x Ty 1z
| - eckanapeH MHOXUTenN,

[paMeHTOT Ha MoBpLUMHATA e BEKTOPCKA KapaKTepucTMKa 3a CeKoja TouKa
og nosplwmHata f(x,y,z)=0.

Cnopea KynOHOBMOT 3aKOH MHTEH3UTETOT Ha cunata Ha Tpuere
u3HecyBa:

Fr=mF, (7.1.2)
Kagee: m=tgj -KoedULUNEHT Ha KNHETUYKO TpUeHbe Npu nuaramse.

ToTtanHaTta peakuyuja Ha BpCcKa €:

F, =F +F (7.1.3)

nHTeHautetoTe: R, =F7+F’ =1 sgradf|\1+n’ ,a npaBeUoT co HopmanaTa
3aK/ionyBsa aron j Koj Ce onpefesnyBa Criopes KoeuUMEHTOT Ha KMHETUYKO

TpUeHe Npv nuararbe, 4OOUEH NO eKcnepuMeHTaneH nart.

Cnopep peakuujaTa Ha BpckaTa nocTtojaT ABa BUAa Ha BPCKMU:

@ WpeanHn wvnu rnaTku, OOAHOCHO arcTpakTHU BPCKU KOra ce WCKIy4dyBa
1 1 1
BfIMjaHWETO Of cunarta Ha Tpuer-e (FT = 0), ak, =F,

@ HemnpeanHu wnu panasBu, OQHOCHO peasnHn BPCKM Kora peakuujata Ha
BpCckata CO nMpaBeuoT Ha HopmaTta n 3aknonyea aron j , O4HOCHO

F, =F +F.

7.2 MNMPUHYOHO ABUWXEHE HA MATEPUJAJTHA TOYKA MO NOBPLWKNHA

Heka e pgapeHa maTepujanHa Todka Koja e NpuHygeHa ga ce OBUXKU Mo
XOJSIOHOMHa cTaymoHapHa nospuwwuHa f(x,y,z2)=0. AudepeHumjanHata paBeHKa Ha
NPUHYAHOTO ABMXXEHE Ha MaTepujanHaTta Touka Ke npousnese og NPUHLUMNOT
Ha ocnoboayBare 0 Bpckata U BTOPMOT 3aKOH Ha HbyTH. AKoO ToukaTta e nop
[ejCTBO 1 Ha aKTUBHa cusa, ce Aobusa criegHaTta gupepeHuujanHa paBeHka:

daf r r

mxdt—zzFA‘l‘FW (721)
OJJHOCHO:

d2f r r or

mx—-=F,+F +F; (7.2.2)
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AKO ce wu3pasaT u3pasaT HoOpHanHaTa KOMMOHeHTa F, W TaHreHuujanHaTa

]
KOMMOHeHTa F,; cO KOMMNOHEHTU BO [leKapTOBNOT KOOPAUHATEH CUCTEM:

r r
F,=lgradf =1 W {4 T, I Ful +F, J+a¢ (7.2.3)
X W 1z
r ! r r rs r r r
F =- FTL: 8?: & +F; gj +F zk—— Frnd +Fyj +F K (7.2.4)
r & 'r r

ce gobusaart cregHNTe aHanMTUYKNTE AndbepeHumjanHn paBeHKu:

d2
me F +F +FTX

d’y _

mx—==F, +F +F, (7.2.5)
d2
d2

mx? F +F +F

PaBeHkuTe (7.2.5) ce gudepeHumjanHn paBeHKN o4 BTOP ped, W ce no3HaTtu BO
nuTepatypata Kako JlarpaH)XoBM paBeHKU Ha [ABUXere of npB pea, rnpu
OBWXeH-e Ha To4ka o nospumHa f(x,y,z)=0.

Co JlarpaH)xoBUTe paBeHKW Ha ABUWXeHe of NpB peA, CO NOYeTHUTe
YCNOBA Ha [ABMXXEHETO U CO paBEeHKUTe Ha BPCKUTE HanonHo ce
onpegenyBa NPUHYQHOTO ABWXXEHe Ha MaTepujanHata To4Ka, NpeKky
HEj3UHMOT 3aKOH Ha ABUXEHe U AMHAMUYKUTE peakLuu Ha BPCKM.

3aKOHOT Ha [BVKEH-e Ce OnpeAenyBa co paBeHKUTe:
X=X(t,tg, X1 Yor Zo» Xos ¥ £y)
Y = Y(ttes %o, Yor Zo» Ko, Yo, &)
z=2(t,t, Xy, Yo, Zo, %o Yo, &y)

a peakuujarta Ha BpcKaTa Mpeky KOMMoHeHTuTe F, = \/Fnzx + an, +F2 n F. =mF,,
0ZHOCHO TOTanHara peakuyja Ha Bpcka F, = F> +F7 .

Mpu aBMXewe Ha maTepujanHa TodkKa Mo HeupearnHa BpcKa Ce UCKNy4ysa
TaHreHuvjanHara KOMMOHEHTA, O/[JHOCHO cvnara Ha TpuemeTo,

F, =0(F, = Fy, =Fy, =0).
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7.3. NMPUHYOAHO ABUXEHE HA MATEPUJAJTHA TOYKA MO JINHUJA

MaTepujanHata TO4ka CO Maca m e npuHygeHa pga ce [ABWXKM no
cTauMoHapHa XOfIOHOMHa peariHa BpcKa oprefefieHa Co paBeHKUTe fl(x, Y, z):O
1 1

n f,(xy,2z)=0,noa aejcteoHacuna F = F,.

[lBeTe paBeHKM gednHMpaaT NnHuja Bo NpOCTOPOT onpeenieHa Bo NpeceKkoT
Ha gBeTe noBpwuHN. Ce KOpUCTU
NpUHUMNOT Ha ocnobogyBare Ha
mMaTepujanHaTa Touka of, BpckaTa MU
BMMjaHMeTo Of ucTaTa Ce 3ameHyBa

copeakuuvjata F, .

Heka e papeHo npuHYyAHOTO
OBKEHEe BO [ekapToBnoT
koopanHateH cuctem (Cn.7.3.1). Opf,
ABeTe  MOBPWWHW  npousneryBaat

KOMMOHEHTUTE  Ha ToTanHata
peakuuja Ha BpcKa.
Fyv = Fv T Foo (7.3.1)
Cn.7.31
Kage ce:

r r r n
FWl = Fnl + FTl =1 1 Xgradfl - FTl_
n

r (7.3.2)
r r r n
Fuwz = Fop + Frp =1, xgradf, - FTZH
TaHreHumjanHaTa KOMNOHEHTa U3HecyBa:
rr r n n
FT = FTl + FT2 =- (FTl + FTZ)n_ =- FT H (7-3-3)
Kage ce: Fyy =mxF, =mx  Agradf,|, Fr, = mxF, = mx , Jgradf,|
AndepeHuunjanHaTa paBeHKa Ha nNpUHYOHOTO AOBUXEeHe ce
onpepgenysa o4 BTOPUOT HbyTHOB 3aKOH:
d2f r r
mxdt—2 = FA + FW (734)

Co sameHa Ha (7.3.1),(7.3.2) n (7.3.3) BO paBeHkaTa (7.3.4) ce pobusa
crnegHaTta gudpepeHuujanHa paBHeKa Ha NPUHYAHO ABWXXEeHse MO JiMHuja:

dxr _ [ n
m><dt—2 =F, +I,xgradf, +1 , xgradf, - F — (7.3.5)
n

Co npoekumja Ha BeKTopckaTa paBeHka (7.3.5) no ogHOC Ha KOOpAUHATHUTE
OCKM ce gobuBaat crnegHute agvdepeHuunjantn paBeHKu Ha NPUHYAHOTO OBUKEHE
Ha ToYyka Mo JSinHKWja BO ckKanapHa popma:
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2
mxﬂ:FAx+|1 ﬂf1+|2xﬂf_2_ik
dt? ix ix n 1t
2
VL= L A L ' (7.3.6)

= I
a2 Y "ty 2y n 1t
d?z qf ", F 9z
7~ Fa 1 : 2 x—2. L —
dt 1z 1z n 1t

Co TpuTe pgudepeHuujanHU paBHEKU ce onpegenieHun JlarpaH)XXoBuTe
paBeHKU of NMpB pea Ha NPUHYAEHO ABUXKEeHe Mo NMHKja.

WNHTerpanute Ha AudpepeHuujaniHTe paBeHKW, MNOYETHUTE KUHEMaTUYKu
YCNOBU Ha ABWXEHETO Ha Toykata M M paBEeHKUTE Ha BPCKUTE, HamoSIHO ro
onpegenyesaat nNPUHYAHOTO [ABWXKEHE Ha MartepujaniHata Todka Mo JnHuja.
OcBeH 3aKOHOT Ha ABWXEHe, KOj € onpeAeneH co TpuTe KoopauHaTu x:x(t),

I

y = y(t) n z=z(t) ce onpeaenysa n auHammuukaTa peakuuja Ha Bpcka F .

OvHamunukaTta peakuuja F, ce onpegenysa Ha CNEeAHUOT HAYMH:
1

r r r
F, = Fo, + Fo, =1, xgradf, +1 , xgradf, - F, - (7.3.7)
n

OZHOCHO:
1

Fw = IEn + léT » Kafe e: II:n = lénl + 'I:nz =1, >gradf, +1 , xgradf,

KoMNoHeHTUTE Ha HOpManHaTa AuHamuyka peakuwja F. BO AeKapTOBMOT
KOOpAMHATEH CUCTEM Ce onpeeryBaaT 0 PaBeHKUTE:

anzllxﬂ_fl-'-lZxﬂf_2

qx Ix

qf qf
Fo, =l 2+, %2 7.3.8
ly 1 ﬂy 2 ﬂy ( )
Fost ol R

nz ‘Hz 2 ﬂZ

1
WHTEeH3NUTEeTOT Ha F, nsHecysa:

F,=F2Z+F2+F? (7.3.9)
TaHreHumjanHa guHamMuMyka peakuuwja Ha BpcKa:

‘IET‘ = ‘Ién‘ +‘I£T2‘ = m>+lénl =l , {gradf,| +|| , xgradf,|) (7.3.10)

F, nexxu BO HoOpmanHarta

n
pamMmHuHa Pu HopMarsHa Ha
1
TaHreHTaTa Ha TpaekTopmjata,a F;

BO npaBeL, Ha TaHreHrarta, a
Hacoka CnpoTMBHa Ha HacokKarta
Ha 6p3uHaTa (Cn.7.3.2).

+mAF,,

Cn.7.3.2
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MHTEeH3UTEeTOT Ha ToTasiHaTa AMHaMun4Ka peakuuvja e:

Fo =vFr +F° (7.3.11)

1
MNpaBeyoT Ha F, CO HOpMasriHaTa KOMMNOHEHTa ro 3aKnonyBsa aronoT | Koj

e onpepeneH npeky KoeuULUUEHTOT Ha KUHEMATUYKO TpUeHe Npu nusrame
tgj =m.

7.4. NPUHYOQHO ABM)XEHE HA MATEPUJAJNTHA TOYKA MO JINMHUJA BO
NMPUPOAEH KOOPOAUHATEH CUCTEM

MpuHygHOTO ABWXeHe Mo nuHuja MOXe pfa ce ornpeaenm M BO
NPUMPOAHMOT KOOPAMHATEH cucTeM 3a npocTtopHa nuHuja M (T,N,B). Ce TprHysa

04 BEKTOpPCKaTa paBeHKa:

Co npoekTupare Ha BeKTOpckarta
paBeHKa Mo TpUTE KOOPAMHATHU OCKK ce
pobwusa:

m:a; = FAT - FT
mxa, = F,, +F (7.4.1)
0= FAB +FnB

Cunata Ha TpuerweTo F, e nNo npaBey Ha TaHreHTara Ha

TpaekTopujata, a HoOpmasiHa peakuuja F, uMmMa npoeKuum BO OAHOC Ha
1

n
1

rnmasHa Hopmana F, W BO oAgHoc Ha OuHopmanata F;. AKO cunarta Ha

TpuemeTo ce uspasn crnopes KynoHoBMOT 3aKOH F; =1:F, W KOMNOHEHTUTE Ha

3abp3yBareTo cropes opmynute 3a AOBWXKEHE BO MPUPOLEH KOOpAMHATEH
cuctewm, paseHkute (7.4.1) ce gobuBaat BO dhopma:

mxdt—z— Fu - nF,

VZ
mxﬁ =Fn TR (7.4.2)
O: I:AB + I:nB

Co TtpuTte paBeHKu (7.4.2) ce gechuHupa NPUHAYHO ABMXKEHE Ha TOYKa
no JsiMHWja BO NpUpPOAEH KoopAuHaTeH CUCTEM.

3aKOHOT Ha [OBWXEHETO M AMHAMUYKUTE peakuyunm Ha Bpckata ce
onpeaenyBaaT CO [AafeHWTe AVHAMWYKU paBEeHKW, MOYETHWTE YCNOBM Ha
OBVKEHETO M 0f, paBEHKNTE Ha BpcKaTta.

ToTanHaTa peakuuja Ha Bpcka F, ceonpegenysa npeky KOMMOHEHTUTE:
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1 1 1
Fv = F, + F, mMManHTeH3uTeT:

Fw = F2 +F , kagewTo: F, =/F3 +F% , F =mxF, =mx/F2 +FZ

Mpu npuHyaHO pABUXEHEe Ha To4ykKa MO JiMHMja BaXW 3aKOHOT 3a
NnpomMeHa Ha KUHeTU4YKarta eHepruja, OqHOCHO:

r

T-T,= (‘)1AFrA + (AT, nnm:

MoM MoM

mv? mv,’

2 2
Pa6botaTta Ha HOpManHaTa AMHaMuU4YKa peakLuja Ha BpCKa ceKkoraw e
1 ] r
efjHaKBa Ha HyNna Kako pesynTaT of, eflemeHTapHara pabota: dA™ :(Fn,dr):o

(F, ~dl).

r r
- AFA + AFT

EnemeHTapHaTa paboTa Ha TaHreHuujanHata KOMMOHEHTa MoOXe pga ce

r r A r
onpegenu of wuspasor: dAT :(FT,drr):§ FTn—,drrgz- (FT,drr).Cne,qua aeka
e n [7]

r
dA™ < 0. Cnopeg N33HeCeHOTO MOXe Aja Ce KOHCTaTMpa Aeka U KoHedHaTa paboTa
Ha TaHreHuMjasiHaTa KOMMNOHEHTa e CeKorall HeraTuBHa.

Mpu NpuHyaHO ABMXeHe Ha maTepwujasiHa ToYKa no uaeasnHa (rnartka)

NUHMKja, BO Fuq:)epel-lqujam-lwre paBeHKMU Ha ABUXXeHe AUHaAMMUYKaTa peakuuja
1

Ha Bpcka F, =F, , a TaHreHuuvjanHata KOMNOHeHTa (cufata Ha TpUeHeTo),

1
F =0.
MNpy noeanHn BPCKW NpoMeHaTa Ha KMHeTMdKaTa eHepruja e pesynrtar of
1
paboTaTta Ha akTuBHaTa cuna F,.
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7.5. MATEMATI™KO NI [ALO

Matemati~ko ni{alo pretstavuva materijalna to~ka obesena na
nerasteglivo ja e so dol "ina |, pricvrsteno vo nepodvi na to~ka i
prinudeno da se dvi i vo vertikalna ramnina po traektorija koja

pretstavuva del od kru~nica: x*+y*=1? (S1.7.5.1).

N Vo po~etniot moment t, =0 to~-kata
se naola vo ramnote " nata polo~ba OOQ,.
- Ako 1 soop{time po~eten otklon j 1
po~etna aglova brzina w, taa }e zapo~ne

~ =

<]/,\ | da se dvi i1 vo vertikalnata ramnina.
Dvi ~eweto se vr{i pod dejstvo na silata
T na zemjinata te "a i reakcijata od vrskata
ay (silata vo ja eto). Polo bata na
0 a; \ materijalnata to~ka e deFinirana so
Tg---"" .\“ ag_olotj =_j‘ (t). ]
G DiFferencijalnata ravenka na prinudnoto
y dvi “ewe glasi:

-

-

SI.75.1 mé=F, +F, (7.5.1)

Ako dvi ~eweto go razgledame vo priroden koordinaten sistem se dobivaat
dve skalarni ravenki:

ma, =
r=Gr (7.5.2)
ma, =G, +F,
m(jj—V:-Gsinj
' (7.5.3)
\Y .
ml—:-GCOSj +Fy
Ako se zeme vo predvid deka: s=13] 1 se izvr{i zamena:
dv _d’s d?
— == 7.5.4
dt  dt® dt? ( )
2.
sedobiva:mﬁx%+Gsinj =0 1lin:
dj  g. .
+=snj =0 7.5.5
az o (7:53)

Se razgleduva slu~aj na mali oscilacii (mali otkloni), pa se zema deka
e sinj »] 1 se dobiva homogena diferencijalna ravenka od vtor red so

konstantni koeFicienti so koja e definirano harmonisko oscilatorno
dvi ~ewe:

N
di .95 -9 (7.5.6)

%: k?b k= \/Ig kade k e kru~ nata Frekvenca.
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dj
dt?

Op{tiot integral koj pretstavuva re{enie na diferencijalnata ravenka
glasi:

+kj =0

] = Acoskt + Bsinkt

. . (7.5.7)
j& = - Aksinkt + Bk coskt
Integracionite konstanti se dobivaat od po~etnite uslovi:
t=0b j =j,,w=w, =j& (7.5.8)
A=j ., B:% (7.5.9)
Ravenkata na harmoniskoto oscilatorno dvi ~ewe dobiva oblik:
i =] Ocoskt+W—k°sinkt (7.5.10)
Ako se vovede smena:
j ,=asinb V\lif’:a cosb (7.5.11)
ravenkata na harmoniskoto oscilatorno dvi ~ewe dobiva poprakti~en oblik:
j =asin(kt+b) (7.5.12)
kade a e maksimalniot otklon koj go dostignuva to~kata i1 zavisi od

po~etnite uslovi i kru ™ nata Frekvenca:
a=#]j 2+c—2= (7.5.13)

a b e po~etnata Fazna razlika koja isto taka zavisi od po~etnite uslovi i
kru~ nata Frekvenca:

b = arctg X (7.5.14)
W

(o]

Periodata na oscilatornoto dvi “ewe ne zavisi od po~etnite uslovi,
tuku samo od TFizi~kite karakteristiki na matemati~koto ni{alo. Takvo
dvi ~ewe se narekuva izohrono:

T :Z_pzzp\ﬁ (7.5.15)
k g

So zakonot na dvi eweto j =j (t) se opredeleni site kinemati~Ki
karakteristiki na dvi eweto: brzinata, zabrzuvaweto 1 soodvetnite
komponenti vo priroden koordinaten sistem a, i a,(S1.7.5.1).

1
Dinami~kata reakcija na vrska F(silata vo ja eto) se opredeluva od

vtorata ravenka od ravenka (7.5.3) :

mvV 2

F, =

+ mg cosj (7.5.16)



GLAVAS

MATERITJALNT MOMENTI
NA INERCIJA



8.1

8.1 AE®UHULUNJA nBnaoBn HA MATEPUJAJNTHA MOMEHTU HA UHEPLIUJA

MaTtepujanHa To4ka (MoAen Ha maTepujanHo Teno) co Maca M Koja ce ABVXU
1

noA Aejcteo Ha cuna F gobusa 3abp3yBare Koe e NponopuMoHasnHoO Ha cunaTa, a
obpaTHO nponopumMoHanHoO Ha macata. Cnopep Toa, CO mMacara Ha TenoTo e
OoKapaKTepusMpaHa nHepuujata Ha TefioTo Npu NpoMeHaTa Ha ABMXeneTo. Ha Teno
CO rnoroJsiemMa Maca nHepuujata e rnorosiema u Tenoto gobusa nomano 3abp3ysame.
CnpoTnBHO, TENO CO NMomana maca OAHOCHO nmomana uHepuuvja, gobusa norosemo
3abpayBaH-e ako ce ABeTe Tena noj AejcTBOo Ha e4HaKBU CUMW.

Bo cny4aj ako Teno co maca me Ha pacTtojaHue I BO 04HOC Ha HEKOja ocKa Ha
potauymjaOz(Cn.8.1.1).

QE . Heka cuctemoT Bpwu poTauyunja nog AejcTBO Ha
M MOMEHT opf cuna Mz CwuctemoT pfobusa arnoBo
t:ﬁ‘e 3abp3yBare € , OOHOCHO HacTaHyBa MpoOMeHa BO
VY (el) m apmxereto. Co npomeHa Ha nonoxbata Ha macaTa,
@ _,"\m OAHOCHO pacTOjaHMeTO I Ce MeHyBa W arnoBoToO
: i RN 3a6p3yBar-e e

r:l % AKo e macaTta m Ha pacTojaHue I, >r arfioBoTo
7 3abpayBarbe ce HamarnyBa, OAHOCHO € < € BO CJly4aj Ha
eHaKoB MOMEHT Ha cunaTta Mz MaTtepwujaniHo Teno Koe
3} € Ha MnorofiemMo pacTtojaHue BO OAHOC Ha poTauyuoHarta

Cn.8.1.1 ocka e co noronema nHepumja (Cn. 8.1.1).

EkcnepMMeHTOT nokaxyBa Aieka CBOjCTBOTO Ha MHepuuja npum poTtaymja

3aBUCK O NPOU3BOAOT Ha MacaTa U KBagpaToT Ha pacTojaHMeTO BO O4HOC Ha
F

n3bpaHaTta ocka Ha poTaymja, O4HOCHO e = rl;/lz CnepyBa geka uHepuujata npum

2
poTauuja BO fafeHUoT criyyaj ce aehuHupa co ronemmHaTa mx >,

NHepuujaTa npu poTauuja okony ockaTa Oz okapaKTepusmpaHa co rofieMmHa

mx? e Hape4yeHa MaTepujanieH MOMEHT Ha UHepumja Bo oaHOC Ha ocka Oz U ce
O3HayyBa co Jz:

Jz=mx? (8.1.1)

MonmoT mMaTepujaneH MOMEHT MOXKE Aa Ce reHepanuanpa, ogHOCHO AeunHupa
Kako ronemuHa gobveHa of npon3BoAoT Ha MacaTta U KBaapaToT Ha pacTojaHNeTo BO
OZIHOC Ha OCKa, BO OAHOC Ha TOYKa, BO OAHOC Ha paMHWHa N1 NPoM3BOAOT Ha MacaTta
N KoopAavHaTuTe Ha nonoxbaTta Ha macaTa BO OAHOC Ha B3aeMHO HOPMAasiHW OCKU
(Cn.8.1.2).
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z z y
o m |
r " m i m
o ' )
| <
' : P y
1
1
o) o) '
o 0 ¢ x O y
Jz=mx? Jo =mx? Pxy = mxz’ Xy =mex>y
a) b) c) d)

Cn.8.1.2

MaTepujanHMOT MOMEHT Ha UHepLumMja BO OAHOC Ha OCKa € Hape4yeH akcujaneH
MaTepujaneH MOMEHT Ha MHepumja, Ha npumep Jz(Cn. 8.1.2a.).

MaTtepwujanHMOT MOMEHT Ha MHepLMja BO OAHOC Ha TOYKA € Hape4eH nonapeH
maTepujasieH MOMEHT Ha WHepuuja, Ha nMpuvep BO oAgHOC Ha nosioT O e Jo
(Cn.8.1.2b.).

MaTepujanHMOT MOMEHT Ha WHepuuja BO OAHOC Ha pPaMHMHA € HapeyeH
nfaHapeH martepuvjasieH MOMEHT Ha uWHepuuja, Ha npumep BO OAHOC Ha
KooguHaTHaTa pamHuHa Oxy, o3Ha4deH co Nxy (Cn. 8.1.2¢).

MaTepujanHUOT MOMEHT Ha MHepLMja BO O4HOC HA 3aeMHO HOPpMaJSiHU OCKM €
Hape4eH yeHTpudyraneH matepujasieH MOMEHT Ha UHepuumja, Ha npumep Jxy (Cn.
8.1.2d.).

AnmeH3unTe Ha maTepujasIHUOT MOMEHT Ha MHepuuja npousnerysaaT of
NPpoM3BOAOT Ha [AUMEH3MnjaTa Ha MacaTta W AuMeH3mjaTa Ha KBagpaTtoT Ha
[oMmKMHaTa, ogHoCcHO, [J] = [Ms?], a mepHaTa eauHMLa nsHecyBa lkgm? lkg’ e
mMaTepujaneH MOMEHT Ha uHepuja fobueH og Teno co maca M=1kg Koe ce Haofa Ha
pacTojaHue o4 1m. BO O4HOC Ha OCKa, TOYKa U1 pamMmHUHa.

Heka e JaieHO XOMOreHo KpyTo Tesio co
Z cneundunyHa maca (rycTtuHa)
6kg.0
&m*
CUCTEM O0OXyZ, BO OAHOC Ha Koj Tpeba pa ce
ornpegenar  maTepujanHUTe  MOMEHTU  Ha
nHepymja. Ce nsbupa Todka M co enemeHTapHa
maca dm, 4uja nonoxba e onpegeneHa co
BEKTOPOTI , OAHOCHO KOOPAMHATUTE X, Y U Z
(Cn.8.1.3).

lMnaHapHuTe MaTepujanHM MOMEHTU Ha
efnemMeHTapHaTta Maca dm BO OAHOC Ha TpuTe
Cn.8.1.3 KoopAMHaTHN paMHUHMU ce:

m
r :V:C()nSL N AeKapTOB KOOPAMHAHTEH
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dP oxy = z° xdm= z* x >dV
dP oyz = x* xdm= x*x xdV (8.1.2)
dP ozx = y? xdm= y* x >dV

Co onpegeneH WHTerpan Mo BOJIYMEHOT Ha TenoTo ce onpegernysBaat
nnaHapHUTe MaTepujanH MOMEHTU Ha MHepLVja Ha MaTepujanHo Teno;

Poxy =r xgggy’ xdV =r x¢g® xav
\% \%

Poyz=r 3’ dV = r x)¢ xdV (8.1.3)
\% \

Pozx=r xggy’ *dV =1 x¢y* xaV
\% \%

AKcujanHuTe matepujasiHi MOMEHTU Ha UHepLUuja ce onpegenysaaT BO O4HOC
Ha TPUTE KOOPAUHATHN OCKM OX, Oy N OZ

EnemeHTapHUTe akcujanHn matepujanHm MOMEHTU Ha MHepLuuja ce:
dax=r2xdm=(y? +22 )% >dv
dly=r,’ >dm=(z2 +x2)><r >alV (8.1.4)
diz=r2dm=(x? +y? ) >dv

WHTerpanute no BOMYMEHOT Ha MaTepujanHoTo Teno rv onpejenysaat
aKCcujanHuTe maTtepujaHu MOMEHTU Ha WHepuuja BO OL4HOC Ha TpUTE OPTOroHasiHu

OCKM:
IX=r (‘I‘ﬁyz + zz)dV
\%
Jy=r (’ﬁ‘zz +x2)dV (8.1.5)
\%
Jz=r c‘fﬁx2+y2)dv
\%

MaTepujanHNOT MOMEHT Ha NHepumja BO O4HOC Ha KOOPANHATHUOT No4YeTok O
ro ornpegenysa noslapHUOT MaTepujasieH MOMEHT Ha uHepumja Jo.

EnemeHTapeH nonapeH matepuvjasieH MOMEHT Ha uHepuwja:
dJo=r2>dm:(x2+y2+22)><r xdV (8.1.6)

MonapHMOT maTepujaneH MOMEHT Ha uHepuuja Jo ce gobusa co onpeneneH
WHTEerpan no BOJIyMEHOT Ha MaTepujaniHOTO Teno, T.e

Jo=r x&ﬁx2+y2+zz)dv (8.1.7)
\%

AKO ce 13BpLIM KOMMapauuja noMmery matepujanHuTe akcujasiHu U niaHapHu
MOMEHTU Ha WHepuuja M MOMapHUOT MaTepujarieH MOMEHT Ha uHepuuja, Ke ce
KOHCTaTunpaar crnefHuTe 3aeMHN 3aBUCHOCTH:
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Jo:Poxy+Poyz+Pozx:%(Jx+Jy+Jz)

Jx=Poxy+P oz (8.1.8)
Jy =Poyz+Poxy
Jz=Pozxx+Poyz
AKcHjanHMoT maTepujanieH MOMEHT Ha uHepuuja BO OAHOC Ha HeKoja ocka
cekorall e norosiem of pasnukara, a noMman of 3éMpoT Ha aKCujanHUTe MaTepujanHu
MOMEHTU Ha nHepumja BO O4HOC Ha OCTaHaTuUTe ABe OCKU, O4HOCHO:
IX- Jy<Jz<Ix+Jy
Jy- Jz<Ix<Jy+Jz (8.1.9)
Jz- Ix<Jy<Jz+ IX
LleHTpudoyranHMtTe matepujanHu MOMEHTU Ha UHepunjaTa ce onpegenysaar
BO O[HOC Ha B3aEMHO HOpPManHUTEe KOOPAMHATHW OCKW. EnemeHTapHuTe
mMaTepujanHu MOMEHTU Ha UHepumja ce gobmneaat o4 NPoM3BOA0T Ha efieMeHTapHarTa
mMaca dmu pacTojaHujaTa BO 0AHOC Ha OPUTMHANIHUTE OCKW, T.€:
dixy =x>y>dm=r >x>y>dV
dlyz=yxzxdm=r xyxz>xdV (8.1.10)
dJzx = zxx>dm=r xzxx>xdV

NHTerpanute Ha paseHkuTe (8.1.10) rn onpepenyBaat uUeHTpudyranHute
MaTepujanHn MOMEHTWN Ha UHEpLUMja Ha TENOTO BO OAHOC Ha M36paHNOT KOOpAUHATEH
cucTem:

IXy =1 x>y >dv
\

Jyz=r gy 2>V (8.1.11)
\%

Jzx=r @,‘;mw
\Y

Op n3BegeHnTe M3pasn 3a onpegeriyBarbe Ha MaTepujaniHUTe MOMEHTU Ha
WHepuuja, NPon3neKyBa geKa akCcujanHuTe, NOslapHUOT U NylaHapHUTE MOMEHTHU
Ha uHepumMja cekoraiu ce no3uMTuBHU (>0), a eHTpudyrasHUTe MmoXxaT ga bupar
NO3UTUBHU N HeraTtusBHU (> nnun < 0).

Co KBaZpaTeH KOpeH Ha KONTMYHUKOT Ha aKcujariHMoT MaTepujaneH MOMEHT Ha
MHepuuja U macaTa Ha TernoTo ce AeduHuMpa NMouMmoT paguyc Ha UHepuuja, Ha
npumMep:

= |2 (8.1.12)
m

Bp3 ocHoBa Ha paBeHKa (8.1.12) MoXxe fa ce onpegenv paBeHkara:

Jz=i7xm (8.1.13)
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Op (8.1.13) mMoxe ga ce 3aknyum geka 3a maTepujaniHoTO Teno Koe €
MocTaBeHO Ha pacTojaHne i, BO OAHOC Ha OockaTa Ha poTauujarta, marepujasiHuoT
MOMEHT Ha MHepuuja OCTaHyBa HEMPOMEHET.

Heka e gageH matepujaneH cuctem of N matepujasiHu Tena, UCKPETHO
pacnpegenenu Bo npoctopoT (Cn.8.1.4).

MnaHapHuTe  MmaTepujanHM  MOMEHTW  Ha

z WHepuuja ce:
o m N
-8 2
my m Poxy = 611 m %z
° . )
om Poyz=§ m (8.1.14)
i zi oM :
: Pozx =g m xy,*
@) ! 1
~_ 0 7 y
SRR
X _______ S/I _____ >~
AkcujanHute martepujasiHi MOMEHTWU Ha
Cn 814 WHepuwja ce:
x=§ m(y2+2)
1
J=a m(z|2+)g2) (8.1.15)
1
Jz=§ m (¢ +y2)
1
MonapHMOT MaTepujasieH MOMEHT Ha Hepuuja e:
Jo=amlx:+y’+32) (8.1.16)
1
LleHTpudoyranHuTe matepujanHn MOMEHTU Ha MHepuujaTa ce:
Py
Ixy=a m xx Xy,
1
Jyz=a m»y, % (8.1.17)
1

J=q m g, %
1
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8.2 MATEPWJANHU MOMEHTWU HA MHEPLUWUJA BO OOAHOC HA
MAPAJIEJTHA OCKMH

Mpen poa ce onpegenat maTepujanHUTE MOMEHTU Ha MHepUuja 3a napanesiHu
OCKUW MOTpebHO e Aa ce gehvHupa NoumoT cpeauwTe UM LUeHTap Ha maca Ha
mMatepujanHo Teno. CpeguILITETO UIIU LIEHTapOT Ha MacuTe e To4Ka of TefnioTo BO
OJHOC Ha KOja CTaTU4KMOT MOMEHT Ha MacaTa Ha TeNnoTo € e4HaKOB Ha Hyna, T.e.
MacaTa e egHaKoBa Ha HyJla, a Toa 3Ha4u fjeKka macaTta BO OJHOC Ha OBaa TO4YKa e
pamMHOMepHO pacnpepeneHa.

Co un3bop Ha pedepeHTeH KoopguHaTeH cuctem Oxyz ce peduHupa
1
nonoxb6aTa Ha CpeauwTeTo, OAHOCHO uUeHTapoT C, npeky paguyc BEKTOPOT I

onpegerneH o4 paBeHKara:

@ﬂwm rx@‘ﬁwv

[ = =W (8.2.1)
m m

MpoekuunTe Ha BeKTopckaTa paBeHka (1) ce Tpute KoopAnHATMK:

- (V) . - (V) . - (V) .
= . = v . = 8.2.2
Xc Ye Zc ( )

3a onpepenyBar € Ha napanenHu maTepujanHM  MOMEHTM Ha uHepumja ce
n3bupaaT gBa napanenHu KoopauvHaTHU cuctemmn ntoa: CXy'z %44 Oxyz (Cn.8.21).

MpousBonHa To4ka M co enemeHTapHa Maca dm, uMa BEeKTOp Ha nosioxxba
1 1 .
I BO ogHOC Ha Oxyz M BEKTOP Ha nonoxba r BO ogHOC Ha CXyZ.

Bpckute nomefy BEKTOPOT [ W r
ce AafieHn co cneaHaTa paBeHKa:

-
1
-
(@]
+
==

(8.2.3)

MpoekuunTe Ha BEKTOpckaTa paBeHKa Ce:

X=X +X

y=Yc+y (8.2.4)
z=2z.+7

Kage ce: X. =const., Y. =const. U z. = const.
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AKCMjanHMOT MOMEHT Ha MHepumja BO O4HOC Ha KoopAMHaTHaTa ocka OX:

—raﬁy +27° dV—r(ﬂ‘)[(yC+y z+z ]dV—

N\ \ \

=y X GRSV + 2y X CID/‘“ '>dV+r(‘]‘]y'2>d+
v (8.2.5)

ANN_2

Xr(‘]‘jylV+22c><r(‘fI‘)z'>dV+rm)z xV =
(YC +Z; )Xr([[ﬁV+r([ﬁy'2+z'2)dv (yC + 2, )xm+J

AN\ | AN\_

I/I3pa3|/|Te:rcﬂ-y r Q]Dvdv =0 ce pe3ynTar o CTaTUMKMOT MOMEHT Ha

macaTta BO o,quc Ha cpe,quuneTo KOj € eHaKOB Ha Hyna.

MaTepujanHMOT MOMEHT Ha MHepumja BO OQHOC Ha KoopauMHaTHaTa ocka Ox
ce n3pasyBa BO cregHasa opma:

(8.2.6)

kage J, e matepujaneH MOMEHT Ha MHepuuja 3a ockaTa Koja MWHyBa HM3

yeHTapoT C M e HapeyeH COMNCTBEH MaTepujasieH MOMEHT Ha uHepuumja.
BTopuoT uneH, Koj 3aBuUCU O pedepeHTHNOT KoopauHaTeH cuctem Oxyz BO
OAHOC Ha KOj € onpegeneH ueHtapoT C, ro pageduHupa nosioXK6eHuoT
MaTtepujaneH MOMEHT Ha uHepuuja. Ha oBoOj HauvH , cnopepq LUTajHepoBata
Teopema: MaTepujanHUOT MOMEHT Ha UHepLMja 3a HeKOja NMPOU3BOJSIHAa OCKa
BO TeyIOTO € eAHaKoB Ha 36MpOT oA CONCTBEHMOT maTepujaneH MOMEHT Ha
MHepuuja 3a napanesiHa ocka M MoJsioxX6eHMOoT MaTtepujaneH MOMEHT Ha
MHepuymja.

Monox6eHMOT mMaTepujaneH MOMEHT Ha MHepuuja ce onpegerniyBa co
npou3Bo4OT Ha MacaTa M KBagpaToT Ha pacTojaHMeTO  nomery
pasrnegyBaHaTa OCKa M napanesfiHaTa ocka BO LIeHTapOT Ha MaTepujasiHOTO
Teno.

AHanorHo ce onpegenyesaaT MaTepujanHMTE MOMEHTU Ha WHepuuja BO
OAHOC Ha AOMNOMHUTENHUTE KoopAMHATUBHM OCKKM Oyun Oz, O4HOCHO:

J, =3, +(zcz + xcz)xm

J, =J,+ (xc2 + yC2)><rn 8:27)

LTajHepoBaTta Teopema Baxu U 3a UeEHTpudyranHuTe MartepujasiHu
MOMEHTM Ha WMHepumja. 3a n3bpaHNoT pedepeHTeH KoopauHaTeH cuctem Oxyz ce
[obuBaart cnegHuTe UeHTpudyranHu MOMEHTU Ha uHepuumja:

‘ny = Jx'y' +m>XC )yC
J,, =3, tmxy. xz. (8.2.8)
‘sz = ‘Jz'x' +mXZC ><XC
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8.3 MATEPWJAJNIEH MOMEHT HA UHEPLUJA BO OJHOC HA NMPOU3BOJIHA
OCKA

Heka e gageHo matepujanHo Teno Cco MaTtepujanHUTe MOMEHTU Ha MHepumja
JIx,Jy,Jz,Ixy,Jyz n Jzx onpepenieHn BO 04HOC Ha U3BPaHNOT KOOPAUHATEH CUCTEM
OXYZ (Sl. 8.3.1). Tpeba na ce onpegenu matepujasiHMOT MOMEHT Ha UHepumja
BO OA4HOC Ha NMPOMU3BOJIHa OCKa KOja MMHYBa HU3 KOOpAMHATEH NOYETOK U nMma
npaseL, M Hacoka onpe,queHu Co opToT:

p =cosai +cosbj +cosgll< (8.3.1)
) B
p
MP
“h
M
Z, | m
T
L |
— 'z
a B :
0 Sy
____________________ 1,7 X
X y
Cn.8.3.1

EnemeHTapHMOT MaTepujanaeH MOMEHT Ha MHepLMja BO OAHOC Ha ockaTta p:

dJp = dmxMM = dmxh? = r xdv »h? (8.3.2)

PacTojaHneTo og toukataM go p:
h?=MM," =r?-OM° (8.3.3)

unm
h? =(x2+y?>+2%)- (I,p)? = x> +y® + 2% - (xcosa + ycosb + zcosg)? =
=x*+y*+7°- x*cos’a - y*cos’b - z*cos’ g-
- 2Xxycosa cosb - 2yzcosbcosg- 2zxcosgcosa =
= x?(1- cos’a)+ y*(1- cos’b)+ z*(1- cos® g)-
- 2xycosa cosb - 2yzcosbcosg- 2zxcosgcosa = (8.3.4)
= x?(cos’ b + cos® g) + y*(cos® g+ cos® a ) + z*(cos’ a + cos’ b) -
- 2Xxycosa cosb - 2yzcosbcosg- 2zxcosgcosa =
=cos’a(y®+2z*)+cos’b(z* +x*)+cos’ g(x* +y?)-

- 2Xxycosa cosb - 2yzcosbcosg- 2zxcosgcosa
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Co 3ameHa Ha unspasoT (8.3.4) Bo (8.3.2) n no usspweHarta untegracija se
dobiva materijalniot moment na inercija vo odnos na proizvolnata oska p vo
Forma:

Jp = (fdp =cos’a x (ggfy> +z°)dv+cos® b x (§z* + x*)dv +cos’ g xr GEg§x” + y?)av -
v v v
- 2cosa cosb xr qgyydv - 2cosb cosg X qgyzdv - 2cosg cosa X (ppyxdv
\% \%

[deduHnTBHO ce gobuBa cnegHWOT MatepujasieH MOMEHT Ha uHepuuja BO
OAHOC Ha Npon3BOIHaTa ocka p:

Jp = Ixxcos® a + Jy xcos® b+ Jz xcos’ g -
(8.3.5)
- 2Jxy xcosa cosb - 2Jyzcosb cosg- 2Jzx xcosgcosa

3a ga ce npukaxe npoMeHaTa Ha maTapujaniHMOT MOMEHT Ha MHepuuja Cco
npoMeHaTa Ha npaBeLoT Ha ockaTa Koja MUHyBa HWU3 pedepeHTHaTa Todka 0 ce
KOPWCTM creHaTa reoMeTpucka nHtepnpeTtayuja.

Ce n3bupa TOYKa p Ha MPOM3BOJIHATA OCKa P Ha pacTojaHue I, BO OAHOC Ha 0,

OZHOCHO:
1

r=— 8.3.6
3 ( )

MpaBeLoT Ha OPTOT P € ONpeAeneHo co:

X
V4 [ —
A cosa = — =X,,/J, =X /J,

y
cosb==t=y [I =y[], (837

<

Cn.8.3.2

Co 3ameHa Ha nspasuTte (8.3.7) Bo n3pasor (8.3.5) ce gobusa cnegHata
paBeHKa:

J,oxE 43, xy? + 3, xz% - 23, xxxy - 2], xzxy- 2], xzxx=1 (8.3.8)
Co paBeHkara (8.3. 8) e onpepeneHa nospwuHaTa Ha ennuncoup. Cnopeg

TOQ, Kpa]OT Ha BEKTOpOT I‘ onuuiysa enuncouvg KO] e Hape4deH enuncoung Ha

MHepuMja, CO MomoliTa Ha KOj e AedmHMpaHa cocTojbaTa Ha MHepuuwjaTa Ha
MaTepujanHoTo Teno.
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MaTepujanH1MoT MOMEHT Ha mHepuuja J, € 00paTHO MPOMOPLUMOHANEH CO

KBaApaToT Ha pacTojaHue, Of LEHTapoT Ha enuncouaoT [hO enurncougHaTa
NnoBpLUMHA:

(8.3.9)

8.4 TNABHWULUEHTPAJIHU OCKW, TMABHU LEHTPAJIHU MOMEHTU HA
MHEPLUWJA, ENUNcoung HA UHEPLIMJA

Oski kor pominuvaat niz centarot na masata na materijalno telo
se nare~eni centralni oski, a momentite na inercija centralni momenti
na inercija. (SI. 8.4.1)

z
‘ Vo centarot na masata mo at da se
oformat beskone~no mnogu ortogonalni
koordinatni sistemi.
Postoi eden ortogonalen
- koordinaten sistem , C,x,h,z, vo odnos na
koj materijalnite asijalni momenti imaat

ekstremni vrednosti, a centrifugalnite
=Y se ednakvi nanula, odnosno:

3,,3,=3., .3, =3,=J,=0 (84.1)

S1.84.1

Ockute Ha koopauvHaTtHMOT cuctem C,x,h,z ce HapeyeHU rnaBHMU
LleHTpanHu OCKW, a MOMEHTUTEe Ha WHepLuuja rnaBHU LEHTPasiHA MOMEHTU Ha
uHepumja.

OpToroHanHuTe ockn x,h 1 z cogp>xat TpyU 3aeMHO HOpPMasiHU NOJSTyOCKU
Ha enMNcoMAaoT Ha uHepuuja a,b n c HapeyeHu rnaBHU NOJTYOCKU, CO OCOOUHMU
a=a,, ,b=b,c=c ofAHocHoa<b<c. [[naBHMUTe MOMyoCKN ce onpeperysaar

NOKpaj rnaBHUTE LEHTParHN MOMEHTM Ha uHepuyja:

1
a=— ;

1 1
, b=— | c=—F+=
NN VI JY,
PaBeHkaTa Ha enuncouMpoT Ha MHepuuja ce onpegenyBa BO OA4HOC Ha
rnmaBHUTE LIEHTPasiHM OCKK 1 ce gobuea Bo oopma:

max ?

(8.4.2)

x?J, +h?J, +2%J, =1 (8.4.3)

OpuspasnTe (8.4.2) ce gobuBaat rnaBHUTE LEHTPasIHM MOMEHTU Ha nHepumja
BO pyHKUMjaTa o4 NoslyoCKNTE Ha enmnconaoT Ha nHepuuja:
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J =

1 1 _ 1
X _2 ‘Jh__ ’ ‘Jz__z

8.4.4
a b? c ( )
Co 3ameHa Ha rnaBHUTE LUeHTpaniH1u MOMEHTU Ha nHepuuja (8.4.4) BO paBeHka
(8.4.3) ce pobvBa paBeHKaTa Ha eNfIMNCoOMAOT Ha MHEepLiMja BO CErMeHTeH O06NuK:
x? h?* Zz?
?+F+c_2:1 (8.4.5)
Co paBeHkuTe (8.4.3) n (8.4.5) ce gecmHMpa UeHTpanHUOT enuncou Ha
MHepumja npeky rnaBHUTE LeHTpanHu ockn. CoO MCTUOT € OKapaKTepu3upaHa
cocTojbata Ha MHepuyujata Ha maTtepujanHoto Teno (Cn.8.4.2) BO ogHOC Ha
LleHTpanHUTe OCKM.

MaTtepujanHuTe MOMEHTH Ha UHepLMja
BO OAHOC Ha LeHTpasilHUTe OCKM Ha TesioTo
cekoraw AoCTUrHyBaaT HajMmanu BpegHOCTHU
(cnopep LLTajHepoBaTa Teopema).

maBHUTE OCKM MOXaT ga ce
AedmHmpaaTt 1 Bo 0gHOC Ha 6uno Koja Touyka A
o4 Tenoto, ako wucrata ce ycBouM 3a
pedpepeHTHa To4ka. OnpegenyBameTo Ha
npaBuUMTE Ha TrNaBHUTE OCKW € CroXeHa
3agada. Bo guMHamukarta Hajronema npuvMmeHa
nMaaT CUMETPUYHUTE Tena YU OCKM Ha
cumeTpumja  ce coBnarfaat CcO  rnaBHUTE
\ LleHTpasiHu OCKW.
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8.5. MPECMETYBAHE HA MATEPUJANTHU MOMEHTU HA UHEPLIMJA MO
METO/1 HA MPECELIN

Bo cooaBeTeH pedepeHTeH KoopauHateH cuctem Oxyz pasrnegysame

: m
XOMOreHO MaTepwujanHo Teso co cneyndryHa BoNlyMeHcKaMaca r = — .

V
A Z 21
A
dn=r >d
Y1
X Y1 I'x
> .C]_

y
A/
Cn.8.5.1

TenoTo ro npecekyBame co gBe 6eckpajHO 65IMCKN paMHUHM NaparienHu Ha eaHa o4
KOOpAUHATHUTE paMHUHW, Ha npumep Oyz.

Ce odopmyBa 6eckpajHo TeHKa nnoya co gebenunHa dx, Ha pacTojaHue X oA
KOOPANHATHMOT No4YeToK. [loBplnHaTa Ha nfo4vaTa ja 03HadyBame co A, BOJTlyMEHOT
dV = Axdx, gogeka HejauHaTta maca usHecysa dM =dV>r =r >A>dx.

a) Materijalen moment na inercija okolu oskata Ox:

MaTepujaneH MOMEHT Ha uHepuuja Ha nfiodarta co gebenvHa dxro gobnBame Kako
Npom3BoA o4 enieMeHTapHaTta maca dm=dA>r >dx u KBagpaToT Of pacTojaHMeTo A0
ockaTax:

dix = dl, = ¢y, sdm= ¢§7r xdAxdx = dxxr ¢y dA=dxxr X

m (A (A)
Kage WTOo: f c1 - Nof1lapeH MOMEeHT Ha I/IHepLu/Ija Ha nonpe4yHnoT rnpecek

MaTepujaneH MOMEHT Ha WMHepuumja Ha TenoTo ro gobmBame CO MHTerpauuja Ha
MOMEHTOT Ha MHepLuja Ha nnoYaTa no AosHKuHa l:

X=X =r ¢, >dx (8.5.1)
0 0

b) Materijalniot moment na inercija na elementarnata plo~a okolu oskata
Oy go dobivame kako zbir od sopstveniot moment na inercija okolu
oskata y; i polo  beniot moment na inercija vo odnos na oskatay:

dly =dJ,; +dM xx* = dgfdm+r xAxdxxx® = 7 xr >dAxdx + 1 xAxx® xdx
m (A)

e u
dly = r &y’ xdA+ Axx® (dx , Npu LWTO:
én g
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(‘)7_12 xdA=f , npeTcTaByBa CONCTBEH MOMEHT Ha MHEpLUja Ha NONPEYHNOT NPEeCceK BO
0
ogHoc Ha ockata Oy;.

dly=r [f ot Axledx

MaTepujaneH MOMEHT Ha MHepuuja Ha TenoTo ro gobueBame cCO WMHTeErpaumja Ha
MOMEHTOT Ha MHepUMja Ha nfiodaTa no JosmKnHa l:

=y =¢ [f ot Axledx (8.5.2)
(1) (1)

AHanorHo ce onpegenysa M maTepujanHUOT MEMEHT Ha MHepuuja BO OAHOC Ha
ockata Oz:

diz=dJ_, +dM »xx% = dy2dm+r xAxadxxx® = Ay2 X AAXAIX + r xAxx? >xdx
z1 0/1 0/1
m (A)

é u
dJz=r é¢y; xdA+ Axx? gdx, npu WTO:
én s

(‘)yf xdA=f ,, npeTcTaByBa COMNCTBEH MOMEHT Ha MHEepLMja Ha NONPEYHNOT Npecek BO
0
ogHoc Ha ockaTa Oz;.

diz=r [f L+ Axxzjdx

MaTepujaneH MOMEHT Ha MHepuumja Ha TenoTo ro gobmBame CO MHTerpauuja Ha
MOMEHTOT Ha MHepLuja Ha nnoYaTa no AoSHKuHa l:

2= Jz=y [ . + AxcJox (8.5.3)
0] (1)

OnpepenyBarbe Ha MaTepujasiIHi MOMEHTU Ha MHepLMja Ha efleMeHTapHuU Tena:
1) Mpu3amaTnyHO Teno co gumeH3um a/b/c

PasrnegyBame npuamaTtudHO Teno co anmmeHsnn alb/c. Negovata masa iznesuva
M=r:V=rabc.

z A A Z;

A A

dn=r >dA\ L

I'x

C1 c

v

A

Cn.8.5.2
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["leoMeTpUCKNTE MOMEHTU HA MHEPLMja Ha NOMNPEYHMOT NPeceK BO O4HOC Ha OCKUTE Y1
1 z11U3HecyBaar:

_bxc?
2
12 (8.5.4)
_c o
z1 12
NONapHMOT MOMEHT Ha MHepLVja U3HecyBa:
fm:fy1+fﬂ:°1—’2b(b2+c2) (8.5.5)

MOMEHTOT Ha MHepLumja OKONy ockaTta X ro gobvsame co 3aMeHa Ha paBeHKaTa (8.5.5)
BO paBeHkaTa (8.5.1):

a
\

&

(b2 +cz)>ﬂdx: r %(b2 +02)><a: r —af;b(bz +cz)

C
1

J

=1 dX=r
0

0

6uaejkm macataHaTenoto M =V r =asbsc>r , MOXe Aa ce Hanuwie geka:

Ix= 2"—2(b2 +c?) (8.5.6)

I = Ix= 2/'—2(b2 +c?) (8.5.7)

MOMEHTOT Ha WHepuuja OKOMy ockata y ro gobvBame CO 3aMeHa Ha paBeHKaTta
(8.5.4) BO paBeHkaTa (8.5.2):

y=rqg [f yl+A><x2]dx: Eg%+bmngtpx: r %(c2 +4a2):1|v|—2(c2 +4a2)
a 0
Jy :i/l—z(c2 +4a2) (8.5.8)

MOMEHTOT Ha uHepumja BO O4HOC Ha TEXULIHUTE OCKKU ro gobneame Co npMMmeHa Ha
LLITajHepoBaTa Teopema 3a napanesiHn OCKMU:

.2
ch :Jy- M @2 :]I\-/;(CZ +4a2)_ M;@
e :%(CZ e (8.5.9)

AHanorHo MOMEHTOT Ha WHepuuja OKONly ockaTa z ro gobumsBame CO 3aMeHa Ha
paBeHkaTa (8.5.4) Bo paBeHkaTa (8.5.3):

Jz:%(bz +4a?) (8.5.10)
3z, :2/'—2(b2 +a?) (8.5.11)
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a) [lokonky BucuHaTa Ha npuamaTuyHoTo Teno 8® 0 ce no6usa npasoaronHa nnoya.
Macata Ha nnodata wu3HecyBa M =r *b>Cc, OAHOCHO Hej3uHaTa cneuynuyHa

M ékg u

NoBpLUMHCKA Maca r :—%'.

A &m’ H .

1

A

Y1 c

A

MaTepujanHuTe MOMEHTM Ha WHepuuja 3a npasoarosiHa nnoya ro gobwusame of
paBeHKuTe (8.5.7), (8.5.9) 1 (8.5.11) co 3ameHa Ha penaumjaTta a’ =0.

IXe :i/l—z(b2 +c2)

M xc?
Jy. = 8.5.12
Ve =15 ( )
M o2
Jz. =
% 12

6) [Hokonky cTpaHuTe Ha npu3amata b® 0, c® 0O wuctata npemMuHyBa BO
npuamaTmyeH ctan. Macata Ha npuamMaTM4HMOT cTan usHecyBa M =r >|, gogeka

. _ M ékgu
Hej3anHaTa cneymdmyHa 4oSHKNHCKa maca r = — a1
| &8mH
A ZC
C XC

e

MaTtepujanHuTe MOMEHTW Ha WHepumja 3a cTanoT rm gobumsame CO 3aMeHa Ha
penauumnteb® =0 1 ¢ = 0 Bo paBeHkuTe (8.5.7), (8.5.9) n (8.5.11)

JX. =0
3y, =M (8.5.13)
©C 12 ~
2
JZC:an
12
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2) PotauuoHo Teno

Lokonky maTepujanHa nunmnja f(x) poTupa okony ockaTa x ce fo6MBa POTALMOHO
CUMETPUYHO Teno. PafnycoT Ha MOMPeYHUOT Npecek Ha TenoTo € eAHaKOoB Ha
BpeHOCTa Ha chyHKLmMjaTa Bo Toj npecek r = f(x).

Z1 Z

Y1

o

MoBpLUMHATA Ha MOMPEYHMOT NPEeCceK U3HeCyBa:

A= f(x)p

["feoMeTpUCKNTE MOMEHTU HA MHEPLMja HA NONPEYHMOT NPEeCceK BO O4HOC Ha OCKUTE Y,
1 z11U3HecyBaar:

4
fo=f,= f(xi P (8.5.14)

MONapHMOT MOMEHT Ha MHepLWja U3HecyBa:
4
L= w (8.5.15)

MoMeHTOT Ha MHepuuja OKOMy ockaTta X ro gobusame CO 3amMeHa Ha paBeHKaTta
(8.5.15) BO paBeHkaTa (8.5.1):

IX=r1 (§o =T OLKZ!X:%G]‘(X)“ xax (8.5.16)
0 0)
MoMeHTOT Ha nHepumja OKOSy OCKUTe y 1 z ro gobmsame CO 3amMeHa Ha paBeHKaTta
(8.5.14) BOo paBeHkaTa (8.5.2) n (8.5.3):

Jy=Jz=r dfy1+A><x )xdx—r% (x° >p+f(x)2><x2>pgdx

() e (8.5.17)
Jy= Jz——df(x) + 45 (x)? o )l
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2.1) UwnuHpap:

[okonky pyHkumjata f (x) =r =const. CO Hej3anHa poTaumja OKOJly ockaTa X ce
A06MBa UMNMHAPUYHO Temo V =r?»p X M =r?p A xr .

A VA Zl
A

f(X) =r =const

(7.
\j C,

MoMEHTOT Ha nHepLuja OKONy ockaTa X ro gobmsame o paseHkara (8.5.16)

Jx:%c‘j“xdx:

0

r>p><r2>4r2_M>¢2
2 2

6uAejKM TeXnwHaTa ocka ce NoksonyBa Co ockata X MOMEHTOT Ha MHepuumja OKOny
uctarta ce gobusa:

2
I = Ix= M; (8.5.18)

MOMEHTOT Ha nHepLuuja oOKony ockute y 1 zro gobusame of paBeHkaTta (8.5.17)

3

2
+r>p4>¢zl_:r>pxr b
4 3 12

ropx*y

dy=3z= R g am (a2 +ai?)
0
Jy= Jz:%(3r2 +41?)

MOMEHTOT Ha uHepumja BO O4HOC Ha TEXULIHUTE OCKKU ro gobnBame Co npMMeHa Ha
LLITajHepoBaTa Teopema 3a napanesiHy OCKMU:

.2 2
We =3z, =dy- MEQ =M (g2, g2) M
&2y 12
Iy, :chzi"—z(sr2+|2) (8.5.19)

a) [lokonky BucuHaTa Ha umnugapot | ® 0 ce gobuBa KpyxeH guck. Macarta Ha
[AMCKOT M3HecyBa M =r X' °>p , AoAeKa HejsuHaTa crieyudmyHa noBpLIMHCKa mMaca
r =Meékga

A &m*H’
o paseHkuTe (8.5.18), (8.5.19) co 3ameHa Ha penaumjata 1% =0.

MaTtepujanHuTe MOMEHTM Ha UHepLUMja 3a KPY>XeH AUCK ' gobusame



8.18

M x?
X = >
M 2 (8.5.20)
Jy. =Jzc =

6) AKO pagnycoT Ha UuunuHAapoT r ® O, UCTUOT NpemMuHyBa BO KPY>XEH cTarl.
MaTepujanHnTe MOMEHTM Ha WHepumja 3a cTanoT rMm gobusBame CO 3aMeHa Ha

penauuvjata r’> =0 Bo paBeHkuTe (8.5.18), (8.5.19):

Jy. =Jzc= (8.5.21)

2.2) KoHyc

: : r
Co poTauyuja Ha npaBa co pyHKumja f (x) = m X. OKOJTy OcKaTta X ce JobumBa KOHyC.

A Z
Zc
f(x)=—x
r

C X

H Ay

X =—
y C 4 l
H |

1
BonymeHOT Ha KOHycOT udHecysa: V :éerH , AoJleKa HeroBaTta maca W3HecyBa

2
M=ra =T TPH
3
MoMEHTOT Ha MHepLuja OKOMy ockaTa X ro gobmsame o paseHkaTa (8.5.16)
1 H 5
x=""P ‘f(x) >dx—r>pc‘§eLX_ )dx_dex ﬁ%i
2 2 eH g 2 H* 5
2
_IoptH o3 3 o
10 3 10

chszziM X2
10

MoMeHTOT Ha Hepuuja okony ockutey 1 zro gobnsame of paBeHkaTta (8.5.17)

& &4 5 2 0
Jy=Jz= m(grLl xxx—>dx rp r4H+ r2H
H & 4 gH" 5 H 5,2,

0
:r>p><r xH a8x? 12H2i:3><|\/l (r2+4H2)
3 20 20 4 20
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MOMEHTOT Ha MHepLuuMja BO 0QHOC Ha TEXULLHUTE OCKWN ro gobmBame cO NpuMeHa Ha
LLITajHepoBaTa Teopema 3a napanesiHn OCKU:

a8, .6 _ 3

Jyc=Jzc=Jy- MG=H= ==——(H?*+4r?
4 Y= MG 80( )

2.3) KpyxHa maTtepujanHa nuHuja

Zc
ds
d d
Ve 'll
Y1
Cy
MacaTta Ha Kpy>XHa MaTepujanHa nmHuja e egHakBa Ha NPou3BOA4OT O AOSHKMHATA U
M ékgu
cneumdpmyHaTtamaca M =r |, OTTyka cneynunydHa JOmKUHCKa Maca r :TS_gH
m

MacaTta Ha efeH efnieMeHTapeH pgen co AofmkuHa ds wmaHecyBa dm=r >ds

MaTepujanHuTe MOMEHTW HA NHepUKja OKomy nogosrmkHaTa ocka x go dobivame kako
proizvod od masata na elementarniot del 1 kvadratot na rastojanieto do

oskata x. dJxc =r2dm

so integrirawe na ovaa ravenka 1 SO nejzino razvivawe vo polarni
koordinati se dobiva:

2
chz(‘jzdmz((;)"zxr ds=r1 (y2xdj =r x*xp =r Rrpx?=Mx?
m [ 0

MoMeHTOT Ha nHepLuuja OKOSy OCKUTE Y U Z U3HecyBaar:

2

Jyc=Jzc= M x

MOMEHTOT Ha uHepumja BO 0gHOC Ha ockaTa z; koja se naola na podno ~jeto od
materijalnata linija se gobuBa co npumeHa Ha LUTajHepoBaTa Teopema 3a
napanesnHu OCKu:

M x 2

Jy, =Jyc+Mx?= +M >¢2ng X2
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9. AMHAMUKA HA KPYTO TEJ10
9.1 OCHOBHU 3AAAYN BO AUHAMUKA HA KPYTO TEJNIO

MoMMOT KpYTO TEno KOj Ce KOPUCTM BO AUHAMMKaTa NpeTcTaByBa OorpaHn4eH
Aen o npocTOpOT WCMOMHET CO KOHTUHyasiHO pacnpegenieHa Maca Kage
pactojaHMeTo nomery 6Mno Kou TOYKW Of TenoTo, Koe € Nnofd AejCTBO Ha Cunu,
OoCTaHyBa KOHCTaHTHO. Ce paboTu 3a XOMOreHo MatepujaniHo Teno, co cneyuduyHa

m
maca (ryctuHa), r = v = const.

Bo gMHamuka Ha KpyTo Teno ce u3yyysaar A4Be OCHOBHU 3aa4M.

MpBaTa 3agada rv onpegernysa CMnuMTe KO ejcTByBaaT Ha KPYTOTO TeNo ako
€ 4afeHO HeroBOTO ABMXKEHE.

BTtopata 3agada cnpoTuMBHa Ha npBaTa, ako Ce [afeHU CUUTe Kowu
[ejcTByBaaT Ha KpyTOTO TeSl0 1 MOYETHUTE YCIIOBM Ha ABMXXEHETO ce onpeaenysa
3aKOHOT Ha ABWXeHeTo. Bo Hekon criyyan ce ogpeaenysaat U AMHAMUYKU peakumm
Ha BPCKM BO KOJIKY € KPyTOTO Tesio NnoBp3aHO CO Hekou Bpcku. Co mpumeHa Ha
NPUHLUMMOT Ha ocrobodyBare 04 BPCKUTE, KPYTO TESo € Noj AjCTBO Ha aKTWBHM
CUJITN 1 peakLmmn Ha BPCKMU.

Cno6oaHO KpyTO Teno BO NPOCTOP MMa LWeCT CTeneHn Ha cnoboja, 04HOCHO
LEeCT He3aBMCHM NapamMeTpu Ha aABmxerse. OcBeH cnoboAHOTO ABMXKEHE NocTojaT n
OrpaHN4eHun ABMXKEHa, YCNIOBEHU Of NapameTpuTe Ha ABUKEHETO.

Bo avHamukata Ha KpyTO Teno, NocebHO BHUMaHME Ke Ce MOCBETU Ha
TpaHCMaToOpHOTO [ABWXKEeHe, poTauujata oOKoNly HernoasmxHata ocka Oz u
KOMMIaHOTO ABUXEeH€e.

9.2 AMHAMUKA HA TPAHCJIATOPHO AAIBUXXEHKE HA KPYTO TEJIO

Bo knHemaTtukaTta Ha TpaHCNaTOpPHO ABWXKEeHe Ha KPYTO Teno ce Aokaxka
[eKa cuTe TOYKM Of TenloTo Ce ABWXKAaT Ha WUCTUM HauduH, onvuwyBaaT eAHaKBu U
napanesiHu TpaeKTopumn u nmaat UCTU 6p3nHU N 3abp3yBarba.

Bo pguHamukaTta Ha TpaHCcnaTopHOTO
OBWXEeHe Ha KpyTo Teno Tpeba fga ce nospse
OBUWXEHETO CO WHepuujata (macarta) Ha
TENoTO M CUNNTE KOWU AejcTBYyBaaT Ha UCTOTO.
Cekoe KpyTO TeNo CoapXn KapakTepucTmyHa
TO4YKa BO OA4HOC Ha KoOja macaTa Ha TenoTo €
pamMHOMEPHO pacnpegeneHa, Hape4yeHa
ueHtap Ha Macata wam cpeguHute (C).
Monoxb6ata Ha UeHTapoT Ha Macata ce
> onpepfenysa co AaleHNTe n3pasu:

cm(‘“ dm CID’\“ dm Q-Dzdm
Xc =_m X Ye =-m . z. =
Cn.9.2.1 m m m
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Gy m

m

I
Kage: X.,Yc N Z. C€ KOMMOHEHTWN Ha BEKTOPOT: I, =
m

Heka cekoja To4yka (4ecTumua) e noj [AejcTBO Ha efleMeHTapHa cuna

! r . :
dF =dmxa. 3a 6eckpajHMOT 6poj HA eNeMeHTapHUTE napanesHn CUnIn Moxe aga ce
onpegenu cpegmuTeTo (LUEeHTapoT) Ha CUUTe crnopes n3pasoT:

GIFF X gEsimad  axggyime g cdm

r_

s = T =0 = 9.2.1)
apF  agma axgym m
(m) (m) (m)

kage ce: dF :dm>a,arr:x><iI +y><i +z>4'<

LleHTapoT "S" Ha napanenHuTe 6eckKpajHO Manu Ccunn Kowu AejcTByBaaT BO
yecTuuyute ce cosnagHa co ueHTapoT “C" Ha macaTta Ha KpyToOTO Teno, O4HOCHO
1 1
r =r.. Crnopepn [OOKasoT, MOXe fga Ce KOHcTaTuMpa f[eka CUCTEMOT Ha cunu

Fi.Fp R, F, Kou pejcTByBaarT Ha

KPyTOTO Teno umaaT pesyntaHTa Koja
fejcteyBa BO LleHTapoT "C" Ha macaTa unu Ha
HanagHa fvHWja Koja MUHyBa HU3 LEHTapoT
Ha macata (Cn. 9.2.2). Co Toa e gedvHunpaH
OVHAMUYKNOT YCMOB Ha TpaHCaTOPHOTO
OBWXEHE Ha KpYyTO Teno.

OndpepeHuyuyjanHata  paBeHka  Ha
TpaHCcNaTopHO [BWXewe ce pgobusa BO

dopma:

21 r
ddtr; =R (9.2.2)
r
Kagee: R=

m

r
F

[ moz

Ha BekTopckata paBeHka (9.2.2) opjrosBapaaT Tpu  cKanapHu
AndepeHumjanHm paBeHKu:

d?x

m dtzc =R
dy, _

m-—3 =R, (9.2.3)
d?z

m dt2c =R

Kap'ece: RX:éFiX; RyzéFiy; Rzzél:iz'
1 1 1

[OnepeHymnjanHnTe paBeHKU Ha TPAHCAaTOPHOTO ABUXKEHE HA KPYTOTO TENO
ce BO UcTa chopma co gudepeHumnjanHnTe paBeHkn Ha maTtepujanHata Todka. Co Toa
ce noTBpAyBa [eka TpaHCnaTopHOTO [ABWKEHe Ha KPyTo Teslo Moxe fga ce
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onpeAenn co ABMXEeHETOo Ha eHa To4ka, a Toa e LyeHTapoT "C" Ha macaTa BO Koja e
CKOHLEHTpMpaHa HeroeaTa maca.

Co pudepeHumjanHuTe paBeHKu (9.2.3) ce pewaBaaT ABeTe 3ajayv BO
AnHamukaTa Ha kpyTo Teno. Co npearta 3ajadqa ce onpefenysa pesynraHtara Ha
CUNUTE KOW AejcTByBaaT Ha TenoTo BO Clly4aj Kora e AafeHo HEroBoTO ABUXKEH-e.
BTopaTa 3agaya, ce pelwasa co nHTerpaymja Ha gudpepeHumjanHute paBseHku (9.2.3)

n co KOpuUcTtere Ha no4yeTHUTEe yCcnoBu Ha ABMXere
(t=15: Xe =Xcoi Yo = Yeos Ze =Zcor ¢ Theos Yo = Yoos Ec = o), NPV AaAEHN CUnM ce
onpegenysa 3aKOHOT Ha NBVKEHETO, npeky napameTpuTe

Xe =X (t); Yo =Velt), z =z (t) .TpaHcnaTopHOTO ABMXEH-E HA KPYTO TENO MMa TpU
cTeneHu Ha cnobopa.

Bo anHamnkarta Ha TpaHCcrnaTopHOTO ABWXKeHe Ce KOpUCTaT U OCHOBHUTE
3aKOHW BO AMHaMUKa Ha maTepujasiHa TouKa. 3aKOHOT 3a MPOMEeHa Ha KOfiM4ecTBOTO
Ha OBWXere Mpu KOHe4YHO rnomecTyBare o nodyeTHa nosoxba Co o KpajHa
nosioxxba Ci, MOXe Aa ce HanuLie BO doopma:

\') 1

Vv
K, - K, =J, 04HOCHO:
r r tr
MY/, - m¥/, = gR>dt (9.2.4)
t0
W NOYHUBEP3aSTHNOT 3aKOH, 3aKOHOT 3a NPOMeHa Ha XXuBaTa (KMHeTu4kaTa) eHepruja
T, - T, = A, 0QHOCHO:
C
ma/%cc mx/ co (c\){lg)dtl’c)

2 2

(9.2.5)

(Co)
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9.3 DINAMIKA NA KRUTO TELO PRI ROTACIJA OKOLU NEPODVI@NA
OSKA Oz

Heka e gageHo KpyTo maTtepujaniHo Teno Co XoMmoreHa Maca Koe poTvpa oKosy
HernoaBuxHaTa ocka Oz nofa AejcTBo Ha cuctemot od cunm F,F,,....... F F,. Toa
NnoKakyBa eKa [1ejcTBOTO 0O/, CUCTEMOT Ha cunuTe ce CBeAyBa Ha rnaBeH MOMEHT KOj
ce coBnara co MOMEHTOT oKofy ockataOz M1 =M, 1 0.

1
KOMMNOHEHTUTE Ha rNaBHMNOT BEKTOp Ha MOMEHTOT M o MO OQHOC HAa OCKUTE X U

1
Y N KOMMNOHEHTUTE Ha rMaBHNOT BEKTOP Ha cunnte R Mo X, Y U Z fja ce efHaKBKN Ha
Hyna,ogHocHo M, =M =R, =R, =R, =0.

Cnopepg, Toa, AUHAMUYKKN YCIOB
z 3a fJa egHo Teno poTupa  OKony
JajeHaTta  HenogBwkHa  OCKa €
MOMEHTOT OKOJly oOckaTa pga e

pasnuyeH ogHyna M 1 0.

3akOHOT Ha poTauujata ce
onpeaenysa co aronot j =j (t), aron
Ha poTaumja nomery HenogBuXHaTa
pamHuHa Oxz n nogBwm>xHaTa pamMHuUHa
Ox'z (Cn.9.3.1). Cnopep Toa, Tpeba ga
ce opopMmn efHa AUHAMUYKA paBeHKa
CO KOja Ke ce noBp3e poTayujata co
[ejcTBOTO Ha cunute "
mMaTtepujanHocta Ha Tenoto. 3a
nsbpaHa npousBosiHa Touyka M co

1
enemeHTapHa maca dm u 6p3suHa V ce

AevHupaat ANHAMUYKNTE
KapakKTepUCTUKM:  KOJIMYECTBO  Ha
1
C1.9.3.1 ABWKetbe dK " KUHETUYKM

momeHT dl,, OA4HOCHO:
dK = dm¥/ = dma/ 5T = dmow xh T =w shxdmsT = dK T (9.3.1)
di, =di, xK = dK shxK =w *h? xdmxK (9.3.2)

NHTEH3UTETOT Ha KUHETUYKMOT MOMEHT Ha MaTepujariHoTO TeSlo BO OA4HOC Ha
ockaTa zce 4obuBa NpeKy n3BpLleHaTa MHTerpaumja no BoslyMeHoT Ha TeNoTo:

I, = ¢&fll, = Gy 2 xdm=w x G’ >V =w xJz (9.3.3)
(m) )

Kage e Jz- maTepujaneH MOMEHT Ha HepLuja BO O4HOC Ha ocKaTta Z

Co npumeHa Ha 3aKOHOT 3a NPOMEHa Ha KMHETUYKMOT MOMEHT BO OAHOC Ha
ockarazce gobusa:
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3aw =w(t) Jz=const.

sz—Wz Mz, nnu:
dt

szzj =Mz (9.3.4)
a2 3.

Co paBeHkaTa (9.3.4) e onpegeneHa AMHamuykaTa paBeHKa npu potauuvja Ha
KPyTO Tesi0o OKOJly HenoAaBwXHaTta OCKa z, Koja npeTcTaByBa AudepeHumjanHa
paBeHKa o4 BTOp peA 3a Yune pelleHne ce NoTpebHN NoYETHUTE YCIOBU Ha ABUXKEHE

3at=1to | =] ,nw=w,, BOCIy4aj Kora e fageHa sTopara 3ajja4a Bo AMHamMnKa Ha
KpyTO Teso.
d?
Ako nspasot 2 Ce 3aMeHu co e ce gobuea: Jz>e = Mz, OQHOCHO:
Mz
=— (9.3.5)
Jz

CnepayBa geka, arnoBoTo 3abp3yBame € MPonopLUMoHanHO CO MOMEHTOT MzHa
CUCTEMOT Of cunn, a obpaTHO MPOrnopLMOHANHO CO MaTepujanHMoOT MOMEHT Ha
nHepumja Jz. Noronem maTtepujaneH MOMEHT Ha uHepumja Jz ce gobusa nomano
arnoBso 3abp3yBare € N obpaTHO.

3a KapakTepucT1Ka 3a uHepumjata Ha MaTepujanHoTO Teso Koe poTupa oKony
HernoABuXHa OCKa e MaTepujanHNUoT MOMEHT Ha uHepuwmja Jz.

Ako e Mz==z*const, arnosoTo 3abp3yBare UCTO Taka e e =z*e, =const., u
TENOTO Ke U3BpLUYyBa paMHOMEpHa NpoMeHnnBa (3abp3aHa unv 3abaseHa) poTayuja.

3aMz=0un3z3aw=w, ! 0 TenoTo Ke U3BpLIyBa paMHOMepHa poTauuja.

Tenoto koe poTtupa okony ockata Oz nocedysa BO pAafeH MOMEHT U
KnHeTudka eHeprunja Ek = T, yunja ronemuHa ce onpegenysa Ha CrefHVUOT Ha4YuH:

EnemeHTapHa YecTuya, 04HOCHO To4ka M co eneMeHTapHa maca dm cogp>u
2

. dm»/
KNHeTU4Ka eHepruja dT = — OAHOCHO:

2 2
dT = M (9.3.6)
2
Mo nsBpeHaTa nHTerpaynja BO BOSIyMEHOT Ha TeNOTO ce gobuBea:
2 2
dT = h’W—Zde (9.3.7)

KuHeTuukaTa eHepruja npu portauyuja e onpegenieHa co nosynponssoaoT Ha
MaTepujanHUoOT MOMEHT Ha MHepumja U KBa4paToT Ha arnosaTa 6p3uHa.
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Heka Toukata M e noa pAejctBo Ha cuna F Koja co TaHreHTata Ha
TpaekTopujata 3aknonysa aron a (Cn.9.3.2). Bo cnyyaj Ha enemeHTapHoO
3aBpTyBare dj BO JafeH MOMEHT, HanagHarta

1
z TOYKa Ha cunarta ce nomecTtyea v cunata F
n3BplyBa enemeHTapHa paboTta dA, koja ce
onpeenysa Ha CregHVNOT Ha4mH:

dA=(F,df )= F xds>cosa = F, xds = F, >
nnu:
dA = Mf xdj (9.3.8)

EnemeHTapHaTa paboTa npu poTauuja Ha
KPyTO Teno OKOJly HenoaBMXHa ocka ce
onpedenysa oA NPOW3BOAOT HAa MOMEHTOT 0f
CUNMUTe BO OAHOC Ha ockaTa Ha poTaumjaTta Oz =
ZW aronoT Ha eNleMeHTapHOTO 3aBpTyBarbe dj .

N3BpweHaTa pabota Ha cunute npu
KOHEeYHO 3aBpTyBarbe of nonoxba j =j , 4o

KpajHa nosioxxba | ce gobusa Bo hopma:

i
A=Az gMF (9.3.9)
io

3akOHOT 3a nMpoMeHa Ha KMHeTUYKaTta eHeprvja npuv poTauuja BO
AndbepeHumjanHa popma ce onpegenyea npeky andepeHumpare Ha KUHeTuyKarta
eHepruvja rno BpemMeTo t:

:Jz>w2

2
ar_Je dw
da 2 dt
DT
dT = Jz>e ]
dT =M} xdj

(9.3.10)

EnemeHTapHMOT nNpupacT Ha KMHETMYKaTta e€eHeprvja € efgHakoB Ha
eneMeHTapHaTa paboTa Ha cunuTe Koja e onpegeneHa of npon3Bo4oT HA MOMEHTOT
O4 cunnTe BO OAHOC Ha ockaTa Ha poTauuja Oz n eneMeHTapHO 3aBpTyBare 3a
arondj

Bo uHTerpanHa copma 3akKoHOT 3a npupacT (NpoMeHa) Ha KUHeTudkaTa
eHepruja npv poTayuja oKosy HeNnoABuXHaTa ocka e:

T i r
O = V!
TO jO
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i
T-T,= (M, dj
io
2 2
ﬂy-”?ozmgq (9.3.11)
io

Ako dinami~ka ravenka pri rotacija se pomno i so elementarniot
prirast na vremeto 1 se 1zvr{1i integracija se dobiva zakon za promena na
kineti~kiot moment vo odnos na oskata na rotacija:

r

Jz>dw =M; / ot
dt

Jzxdw =M F it

w t r
Jzxcyiw = M ] xdt
W, to

unm:
t r
Jzw - Jzw, = M 7 dt

to

t r
— 2 F
lz-IOZ_dVIz xdt
to

Promenata (prirastot) na kineti~kiot moment vo odnos na oskata na
rotacija e ednakov na impulsot od momentot na silite vo odnos na istata

(9.3.12)

oska
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9.4. DINAMIKA NA KOMPLANO DVI@EWE

Vo kinematikata na komlanoto dvi ~ewe na kruto telo se doka ™ a deka
komplanoto dvi “ewe na kruto telo se zamenuva so komplano dvi “ewe na
ramninska Figura (Y) koja se dvi i1 vo sopstvenata ramnina. So trite
paramametri, kordinatite na polot na rotacija xa=xa(t); ya=ya(t); 1 agolot na
rotacija na podvi niot triedar ozna~en so j=j (t) napolno se opredeluva
zakonot za komplano dvi ~ewe (S1 .9.4.1).

Vo dinamikata na

L Jw komplanoto dvi “ewe se voveduva
materijalnost na teloto i

1 dejstvoto na silite. Ako kruto telo
SO masa m e plod Idejstvo na sistem

M-

£:§£ od sili F,F..F, se dvi 1 vo

; (9 L prostor paralelno na ramninata
Oxy, stanuva zbor za komplano

y dvi “ewe. Vo toj slu~aj masata na

teloto e ramnomerna rasporedena

vo odnos na ramninata na
, dvi eweto odnosno ramninskata
F, F, Figura (Y) so centarot S na masata
Ye le i vo ramninata na
dvi " eweto. Isto taka i

g I

r
rezultantata na silite R=g F,,

S1.94.1 - . .
le” 1 vo ramninata na dvi eweto

na ramninskata Figura (SI. 9.4.1) so toa se deFinirani dvata dinami~Ki
uslovi na komplanoto dvi ~ewe.

z

Vo dinamikata na komplanoto dvi ewe centarot na masata S se
usvojuva za pol na rotacija, to~ka niz koja pominuva zamislena oska na
rotacija Cz koja e normalna na ramninata na dvi eweto (S1.9.4.1). Sistemot
na sili ~ija rezultanta le "1 vo ramninaFa na dvi eweto se reducira vo
odnos na centarot S na masata vo sila R~ija napadna linija minuva niz
centarot i moment na rotacija M;od (S1 9.4.2).

Vo ovoj slu~aj komplanoto dvi ewe
na ramna Figura se dobiva od zbirot na
translatornotoI dvi "ewe pod dejstvo na
rezultantata R na silite 1 rotacionoto
dvi“ewe oklu oskata Cz pod dejstvo na
momentot od silite M.

Dinami~kite ravenki na komplanoto
dvi “ewe na ramna Figura se dobivaat vo
sledna Forma:
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R
mdYe =g (9.4.1)
M

Trite dinami~ki ravenki se diferencijalni od vtor red za ~ie
re{enie potrebni se po~etni uslovi na dvi eweto odnosno za t=ty Xc=Xco;
yeYeoi § =i o X, = Ko ¥ =Y w =w,.

co? co?

Integralite na diFerencijalnite ravenki zaedno so po~etnite uslovi
na dvi ~ewe }e go opredelat zakonot na komplanoto dvi ~ewe so ravenkite:
xc=xc(t); yc=yc(t); j=j (t). So toa e re{ena vtorata zada~a od dinamikata na
komplanoto dvi ~ewe na kruto telo.

Mnogubrojni zada~i vo dinamikata na komplanoto dvi ewe se
re{avaat so primena na zakonot za promena na kineti~kata energija.

Kineti~kata energija pri komplanoto dvi ewe na kruto telo se
opredeluva od zbirot na Kineti~kata na translatornoto dvi ewe i
kineti~kata energija od rotacijata okolu rotacionata oska Cz:

1 .., 1 ,_ 1 Y A
T _Emv° +EJCZW —Em(f(c +¥7) +EJCZJ& (9.4.2)
Ako e deFfinirana polo bata na momentalniot pol na rotacija “P”
(\'/p =0), kineti~kata energija se dobiva preku rotacijata okolu momentalniot
pol odnosno :

T:%JMW (9.4.3)

Dokaz: Ako to~kata P se usvoi za pol na rotacija, materijalniot moment
na inercija: J,=J_+mCP’

So zamena na materijalniot moment na inercija Jz vo ravenka (9.4.3) se
dobiva:

T=2(3 +mCP)w? =2 3_sw? + M (CRwy? = 2 3 w2 + Zmv?
2 2 2 2 2

Zakonot za promena na kineti~ka energija vo diFerencijalna Forma se
opredeluva so diFerencirawe po vremeto na izrzot (9.4.2) odnosno:

dr _1 1. ...
—=—m(2% & +2 +=J, 4%
= MK 20, 8) 3.3

za: m& =R,m =R ,J j&=M_ se dobiva:

daT _ _ d dj
m_&

X dy
c 4+ c 4+ M _J
dt R dt “ dt

odnosno:



9.10

dT =(R,dF.) + M_di
dT = dA® + dAV=

So ravenkite (9.4.4) e deFfiniran zakonot za promena na kineti~ka
energija pri komplanoto dvi "ewe vo diFferencijalna Fforma koja glasi:
Elementarniot prirast na kineti~kata energija e rezultat od zbirot na
elementarnata rabota na rezultantata od silite koi dejstvuvaat i
elementarnata rabota od momentot na istite vo odnos na oskata na
rotacija.

(9.4.4)

Vo integralna Forma pri kone~no pomestuvawe i1 kone~na rotacija,
zakonot za promena na kineti~kata energija se dobiva so izrazot :

Ti-To= A* + A (9.4.5)

Kineti~kata energija vo po~etniot i krajniot moment na dvi ~ewe se
opredeluva spored i1zrazot (9.4.2), a rabotata na rezultantata na silite pri
kone~no pomestuvawe na centarot S 1 rabotata na momentot na silite vo
odnos na rotacionata oska Cz pri kone~no zavrtuvawe vo istiot vremenski
interval, se dobiva so izrazite:

(cy) © r @)

N — N\ r — N\
A= AT = gRdr) = (R, +Rdr, (9.4.6)

(Co) (Co) (Co)

j1 i1
A = gl =M, (9.4.7)
Jo

io



GLAVA 10

DINAMIKA NA
MATERITJALNI SISTEMI.
PRINCIPI VO DINAMIKA
NA MATERTJALNI SISTEMI
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10.1 ANPEPEHUWJANIHN PABEHKWU HA ABWXEHWE HA MATEPUJAJIEH
CUCTEM

MaTtepujaneH cucTeM npeTctaByBa 36Mp O MartepujanHu Tena Wnu
MaTepujariHu TOYKU KOM Ce 3aeMHO MOBP3aHM CO MOMOLW Ha BPCKM Taka Aa
[IBUXKEHETO Ha CeKoe Tesio UMM ToYKa € 3aBMCHO O[] ABUXKEeHeTO Ha ocTaHaTuTe
Tena wnu TOYKM oA cucTeMoT. Bo avMHamukarta Ha matepujanHu cuctemu Tpeba
[la ce U3yun OBUXKEHETO KaKo pesynTaT of AejCTBOTO Ha ocTaHaTuTe Tena unmu
TOYKM KOWHEe Ce COCTaBeH fen Ha cucTemoT. [IejcTBOTO 04 OBMe Tena (ToukM) ce

n3pasyBa MpPEKy CWMK, KoM Cce HapedeHu HagsopelwHun cunnmF°. HagsopelwHuTe

1 1 r 1
cunu mMoxat ga éuwpat aktmBau F =F(t,r,V) wu peakumm Ha Bpcku (4obueHu co

KOpUCTEHE Ha NPUHUMNOT Ha ocrnoboayBare of Bpcku). NcTtute Ke Bnujaat Bp3
OBWXKEHeTO Ha martepujanHuMoT  cucteM. Ho, OoCBeH HagBOpEeLWHUTE  CUMW,
1

MaTepujanHMOT CUCTeM e noj [AejcTBoO U Ha BHaTpewHu cunm FY kou ce
nocneguua Ha B3aeMHOTO A€jCTBO MOMery Teniataun TOYKUTE Ha MaTepujanHuoT
cuctem (111 HbyTHOB 3aKOH).

Mpumep, kMNHMOT MexaHus3am A,B,C KOj ce ABWXM KOMMNAHO € noj
[ejCTBO Ha XOpu3OHTanHa cwuna Fs BO To4dkata C u ucTtata npugoHecysa 3a

Lyt npoMeHaTa Ha HeroBaTta nonoxoba
Fer = Fa (Cn.10.1.1). XOpPU30HTaNIHOTO
nomectyBame Ha TouykaTa C, Ke
OBO3MOXW MaTepujanHMoT cTtan

AB pga BpwM poTaumja OKOmy

u :léu
B2 w2 , ocka Koja MUHYBa BO
F° HenogswxHaTa noTnopa A, a
A c maTtepujanHuot ctan BC pa ce
BMXKM KOMMJIAHO BO pamHuMHaTa
Cn.10.1.1 p'Oxy P

MaTepujanHnot cuctem ABC, KOj € ohopMeH o4 KpyTu MatepujanHu
CTanoBu B3aeMHO MOBpP3aHu co 3rnob, HenogsuxHa notnopa A u nmsrad Bo C
1

COAPXW U BHaTpewHn cunm F", Toa ce ABe eAHAKBM W CMPOTMBHU CUMKU KOU

AejctByBaaT nomefy Tenata of cuctemoT. Ha npumep, nomefy gsarta ctana BO
1 1 1 1 1

arno6ot (Cn.10.1.1) kagee Fy,=- Fy nwm Fj =- F,, . CoF; € 03Ha4eH NpUTMCOKOT

1
Ha cTan (1) o4 AejCTBOTO Ha CTanoT (2) M CNPOTUBHO CO F, MPUTUCOKOT Ha cTanoT

(2) og cran (1). Moxe pa ce 3akny4m pgeka
BHaTpELHUTE CUMM cekorawl ce nojaBysaaT BO NapeH
6poj n B3aeMHO ce noHnwTyBaat. Heka
maTtepujaneHmot cuctem A,B,C ce pasgBoun BO B Ha
OBa Oena N Heka ce pasrnepga ocrtatokotr AB
(Cn.10.1.2). BnivjaHneto of cTanot (2) Bp3 (1) ce

npeHecysa nMpeKy cwunara F, Koja cTaHyBa
Cn.10.1.2 HagBopelwHa W akTMBHa cuhna Ha cTanot (1),
oAHocHo Fy,=FS.

MNMogen6ata Ha cUNWTE Ha BHATPELHU U HAABOPELUHU € YCroBeHa BO 3aBMCHOCT
oA NpuvnagHocTa Ha NoeguHUTe Tena Ha MaTepujanHUOT CUCTEM.
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Heka e pageH cuctem o4 n
MaTepujanHn TOYKM CO Macu mg,M,... M,...
M, 1 HEKa Cekoja To4Ka e noja [nAejcTBO
Ha pesynTaHTa o4 HagBOPELWHU Cunm

1
F°. B3aemMHOTO nMoBp3yBare Momery

noeguHuTe  MatepujanHu  TOYKM €
OBO3MOX>XEHO of 4ejcTBo Ha
BHaTpewHute cunm (Cn.10.1.3).

BHaTpewHuTe cunn nomery ase nsbpanu
TOYKM Mi U mkce egHaKBN NO UHTEH3UTET
M npasBey, a CNPOTMBHU MO HACOKa,
OAHOCHO:

FU =. Y (10.1.1)

1
Kage e Fy cuna npeky Koja e uspaseHo AejCTBOTO Ha ToYkata mi of TodkaTta mk,

]
M CMpOTMBHO cO F. e M3pas3eHo LejCTBOTO Ha Toykarta mk of TodkaTta mi
(Cn.10.1.4).

Opf, B3aeMHOTO eZHAaKBO [ejCTByBar€e Ha NoeauHuUTE

m TOYKM Of CUCTEMOT MOXe Ja Ce 3akflydu geka
' '\.? ___________ BHATPELHUTE CUNKU ce nojaByBaaT BO napeH 6poj u
Foe ~— 3a BKYMHUOT CUCTEM BEKTOPCKUOT (reOMEeTPUCKN)

Fi M 36up e egHakos Ha Hyna OAHOCHO:

Cn.10.1.4 or r
AF =R =0 (10.1.2)
1

Ako paBeHkata (10.1.2) ce NOMHOXWN BEKTOPCKM CO BEKTOPOT Ha
1
nonoxo6aTta r,, ce gobuBa crefHaBa BEKTOPCKA paBeHKa:

I r g r

a[ri,Fi,‘;]:a My =0 (10.1.3)
1 1

Co paBeHkaTa (10.1.3) ce gokaxka geka BnunjaHMeTo 04 MOMEHTUTE Ha BHATPELLHUTE

CUIIN Ha MaTepUjanHUOT CUCTEM BO OAHOC Ha KOOPAMHATHUOT no4veTok nosiot O, a BO

0AHOC Ha 6UNo KOoj N36paH Nos cekorawl e eAHaKBO Ha Hyna.

AvdbepeHuunjanHnTe paBeHKM Ha
OBWKeHe Ha MoefuHUTe TOYKM Of
CUCTEMOT (KOPUCTEJKU 0 MPUHLMNOT Ha
ocnobogyBame) ce pgobusaaTt cnopes
BTopuoT HbyTHOB 3akoH (Cn.10.1.5).

ma, =F°S+F' (1=123..n)  (10.1.4)

r dzrri
dt?
3abp3yBareto, F°-

Kage ce: - BEKTOpP Ha

pesyntaHta of
1

Cn.10.1.5 HaZBOpELUHN cunu, n F,

" - pesynTtaHTa of
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BHaTpeLUHn CUn.

Co wu3BpweHoO npoekTuparwe Ha paBeHkata (10.1.4) BO oOgHOC Ha
KoopauHaTHMOT cuctem Oxyz ce gobusaat criegHuTe gudepeHumjanHn paBeHKu:

d?x .
dt? a F'XS + le
2
m ddtz/i = F,ys + F,y“ (i=123....n) (10.1.5)
2
m Clltil - F'ZS +F,

Co no4eTHUTE YCMNOBU Ha ABUXEHETO Ha MaTepujanHUTe TOYKU Of CUCTEMOT U Mo
M3BpLIeHaTa WHTerpauvja Ha TpuTe AudepeHuMjanHu paBeHKU HamnosHo ce
onpefernyBa OBWMXEHETO Ha MaTepujanHuMoT cuctem. Ho TpuTe koopauHatu Ha
MaTepujarHMOT CUCTEM Ce MOTYMHETU Ha paBEeHKM Ha BPCKM Ynm 6poj nsHecyBsas.
Cnopep Toa, paBeHKMUTE Ha BPCKM MOXKAT Aa ce u3pasaT Bo criegHaBa popma:

fo (%, Vi Zsereeen Xy Y 2,) =0 (j=123...8) (10.1.6)

CnepyBa geka "s' koopauHaTu ce 3aBUCHU of (3n-S) KOOpAUHATKM KOW ocTaHyBaaT
KaKo He3aBUCHU N HUBHUOT 6poj € k, 0AHOCHO:

k=3n-s (10.1.7)
Co 6pojoT "K' ce ogpenysa CTeNeHOT Ha crioboaa Ha MmaTepujaniHNOT CUCTEM.

Bo gvHamuka Ha mMaTepujanHu CUCTEMU ce cpeKkaBaaT MoBeKe BMAOBU Ha
MaTepuvjanHn Bpcku. BuaoBuMTe Ha BPCKM KOM Ce KopucTaT BO AMHamMuKaTa Ha
MaTepujanHa To4Ka, Ke Ce KopucTaT v BO AMHaMmnKaTa Ha MaTepujaniHi CUCTEMN.

Mpu vHTerpaymjata Ha AgudepeHumjanHUTe paBeHKU U BKIy4yBareTO Ha
BSIMjaHMETO Ha BPCKUTE Ha KOU € NOTYMHET MaTepujasIHMoT CUCTEM, Ce HangyBa Ha
npobnemn o mMaTeMaTudky KapakTep. 3atoa BO AMHaMuMKaTta Ha maTepujanHu
cuctemMm ce  ochopmyBaaT OMNWTM  (3ae4HUMYKM) pPaBEHKU Ha ABMWXKeHe Ha
MaTepujaniHuTe CUCTEMMN KOU NpoM3fierysaart o OnwTuUTe 3aKOHU BO AMHaMuKaTa BO
KO ce coap>KaHu 36MpHUTE AMHAMUYKN KapaKTEPUCTUKN HA CUCTEMOT.
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10.2 BUPTYEJIHO OBO3MOXXEHO NMOMECTYBAHKE HA MATEPUJAJIEH
CUCTEM

Moa BMPTYENHO OBO3MOXXEHO MOMECTyBake Ha MartepujaneH CUcTem ce
nogpasbupa cekoe 3aMUCeHO 6eCKOHeYHO Masio MoMecTyBare Ha HeroBute
TOYKM KOW BO pJajeHa nonoxba (JadeH MOMEHT Ha Bpeme) ro [[o3BosiyBaaTt
BPCKUTE Ha KOj € u3noxeH uctot. Co BUPTYenHOTO NOMeCTyBame He Tpeba ga
6nae npoMeHeTa gageHaTta nosioxxba Ha maTepujasiHIOT CUCTEM.

CnobogHa TO4YKa BO MPOCTOP

uma  6ecKpajHO MHOry BUPTYENHU

: OBO3MOXEHW MoMecTyBara 6e3 ga

6uade rnpomMeHeTa HejaMHaTa rnosnoxba

(Cn.10.2.1). Ako co drf ce 0O3Hauw

HEj3SMHOTO BMPTYESTHO MNOMeCcTyBame,

Toraw efleMeHTapHuTe npoekuun Ha

0BOj BEKTOP BO [ekapToBuoT

KoopanHaTeH cuctem ce dx, dy, dz
O/HOCHO:

Cn.10.2.1 df =dxd +dyxj +dzk  (10.2.1)

dr AKo ToykaTa M e noa pAejcteBo
I

Ha cunna F BUCTUHCKOTO efieMeHTapHo
nomecTyBarbe BO AajeHa nonoxoéa di Ke
ce coBrnajHe co egHo of 6ecKOHeYHUTe
BUPTYyenHn nomectyBama (Cn.10.2.2).

Z M

BupTtyenHute nomectyBarba He

y 3aBucat o[ [AejcTBOTO Ha cunute, a

3aBucaT 0ff BPCKUTE Ha KOW € N3roXeHa

r : : . maTepujanHata Todyka. Ha npumep,

dr =dxx +dyxj +dzxk HecnoboaHa maTepujanHa Toyka Koja €

npvHygeHa aa ce ANBXN no

Cn.10.2.2 cTaymoHapHa xonoHomHa Bpcka f(x,y,z) =

0, 32 HEj3MHO BUPTYESTHO OBO3MOXXEHO

nomecTyBarse d I MOXe fAa Ce YCBOM CEeKOe HECKOHEYHO Masio MoMecTyBare BO

OKONMHaTa Ha nosioxbarta Ha Toykata M 6e3 ga ja Hapywu, OAHOCHO HanywTu
nospwwmHata (Cn.10.2.3)

- I I ]
MM =df =dxx +dyxj +dzxk

ToykaTta M' MOpa pa ocCTaHe Ha nospwuHaTa, U
HejsuHuTEe  KoopauHatTn Tpeba pga ja  3agosonar
paBeHKaTa Ha BpcKa:

f(x+dx, y+dy,z+dz) =0 (10.2.2)

/

®0 AKO paBeHKaTa ce pasBue no TajnopoB peg u ce
UCKNy4yaT u4feHoBUTE O4 BTOP W MNOBUCOK pepn, Kako

Cn.10.2.3 He3Ha4yuTenHu, ce fobuea:
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qif fif

f(x Y, z)+—dx+—dy+—dz 0 (10.2.3)
fix Ty 1z
3a f(x,y,2) = O, cnenysa geka:
Ed +ﬂ—dy+ﬂdz df =df =0 (10.2.4)
fix Ty 1z

Op paseHcTBOTO (10.2.4) MOXe p[a ce 3aKiyydum p[eka TOTasHUMOT
AndepeHumjan Ha dyHKuujaTta f (X, Y, zZ) e egHakoB Ha Hyna ogHocHo df =df =0.

AKO TOTanHWOT gudpepeHumjan Ha paBeHKaTa Ha BpCkKa € e[HakOB Ha
Hyna, Toraw efnemMeHTapHuUTe npupacTn Ha koopauHaTtuTe dx,dy u dz ce HapedeHu

BapvjaLun. Criopes Toa, BapujaLmMnTe ce KOMNOHEHTU Ha BUPYTESTHO efleMEeHTapHO
nomecTyBare df KOe e pasfIMyHO of,
gradf BUCTUHCKOTO eneMeHTapHo

nomecTyBame dr .

PaBeHkaTta (10.2.4) moxe pa ce
Hanuwe BO cnegHa hopma:

(gradf,df)=0 (10.2.5)

Cnegysa jgeka  BUPTYESIHOTO

OBO3MOXEHO eneMeHTapHo

Y noMecTyBarwe Off BpcKarta Ha Koja e

noTynHeTa mMartepujanHata  To4Ka

HEOMXoAHO e Aa 6uae HopMmanHo Ha

Cn10.2.4 rpageHToT Ha MoBpwMHATA U [a NEeXK

X BO TaHreHuujanHata noBplIMHA  BO
Touka M (Cn.10.2.4).

OBO3MOXEHUTE MNOMeCTyBara Of BpcKata ceKkoraw ce BUPTYENHU U
enemeHTapHu (6eckpajHo Manu) 3a Ada maTepujanHaTa To4YkKa He ja HanywTu
BpcKaTa.

Co BOBeayBarbe Ha OBO3MOXEHWUTE MOMecTyBarba e(peKTOT 04 BpcKaTta e
reOMETPUCKN, OJJHOCHO KUHEeMaTUYKM.

Heka e pageH wmartepujaneH CUCTEM
o4, N MmartepujanHu  TOYKU ml’mz,...mi,....mn)

KOW Ce MNOTYMHETM Ha S CcTauynmoHapHU
XONOHOMHU Bpckn (Cn.10.2.5) ynn paBeHKU
ce:
f (X0 Yio Zi0ee X Vs Zee X Yy Z,) =0
f (X0 Yio 200X Vs Zee Xy Yy 2,) =0
(10.2.6)

Fo(X0 Yar 2 Xy Vi Z Xy Vi 20) =0

Cn.10.2.5 Bpcknte nomefy KOMMOHEHTUTe Ha
BUPTYyesnHUTEe NoMecTyBaHa (BapujaynumnTe) Ha
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CUCTEMOT Ke npousnesaTr o4 ycnosute 3a "s'-Te ToTanHu AudpepeHuujann Ha
[AafEeHUTE paBEeHKU Ha BPCKU ga buaaT egHakBW Ha Hya, O4HOCHO:

aif iif qif i 1if fif
f, = (=2dx, +—=dy, +—>dz, +......... —Ldx, +—>dy +—L1dz)=0
: ﬂlxlﬂly fz, 2T, Ty, Y g, )
1if fif qif 1if i
f, = 2dx+ —2dy, +—2dz +......... 2dx, +—=dy, +—2dz,)=0
R e R T
(10.2.7)
if fif i aif qif
i, = S0z, + o sdx, +—=dy, +—dz,) =0
(e 06 gy g g 2 O )

Cekoe OBO3MOXXEHO MOMECTyBarbe€ Ha TOYKUTE Ha CUCTEMOT € onpeaeneHo
Nno aHanuTU4KW naT co Bapujauuute dx ,dy, n dz (i = 1,2,....n) Kon rn 3agososiysaat

s'-Te paBeHkn. CnepyBa geka "K' Bapujauum OoCTaHyBaaT HE3aBUCHUM U MOXXaT
[a ce ycBojaT 3a MPOU3BOSIHN U pasnnYHK oA Hyna, kage k =3n- s.

"S'-Te Bapujaumm ce 3aBUCHM of "K'-Te He3aBMCHM Bapujaumm u ce
onpegenysaat of paseHkute (10.2.7).

MaTtepujaneH cuctem co k cteneHu Ha cnobopa, copp>u “K“ He3aBUCHU
BMPTYENHU NOMEeCTyBama (Bapuvjauun), Kou ce pasnnuyHn of Hyna, ogHocHo d, t O;

d,* 0 o ;d, 0.

3a onpegenyBake Ha BUPTyenHWTE MNOMecTyBaka Ha MaTepujaneH
CUCTEM, a OCOBEHO 3a JIMHUCKN MaTepujasiHi CUCTEMU (MEXAHU3MM CO eeH CTeneH
cnobofa) ce KopucTtaT MOMMOBUTE BUPTYESTHU OP3UHW Ha MOEUAMHUTE TOYKU Of,
mexaHu3moT. Co nomowTa Ha MOMEHTafiHUTEe MNOJSIOBU Ha BUPTYEsSHUTE OpP3UHK
Ha noeguHUTE KpyTM MNJo4YM ce onpegeniyBaaT reoOMEeTPUCKUTE 3aBUCHOCTU
nomery BUPTYeNnHUTE NoMecyTBara. 3a CUCTEMU CO efeH CcTeneH Ha cnobopa,
NocTOoM camMo eHO He3aBUCHO BUPYTesnHO nomecTtyBawe d, ! 0,a ocTtaHaTuTe ce

onpegernyBaaT Nno reoMeTpUCKM naT BO 3aBUCHOCT of d,.

Mpumep: 3a pageHata nonoxba Ha MexaHUM3MOT fa ce onpegenar
BUPTYENHUTE NoMecTyBaH-a.

BupTyenHute 6p3uHu
Ha KapaKTepUCTUYHUTE
TOYKMU Ce:

r r :
VA = d;A,VB = d_B’
dt dtr
. r dC rdG
\\ V f - ,
\\ ' ¢ dt ¢ dt

NHTeH3uTeTUTE CE:
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Heka 3a He3aBMCHO BUPTYENHO 6eCcKpajHO Masno 3aBpTyBaHe Ce YCBOU:
dj,=d *0 (w,10).

3a papeHaTanonoxba Ha CUCTEMOT ce AobuBa BMPTyesiHa OBO3MOXXeHaTa
nonoxb6a: AG',G'P,,P,B' n P,C' co Koja He e HapyLleHa (npoMeHeTa) fajeHaTa
nonox6a AG,GD, DB u DC.

BupTyenHuTe nomecTtyBara Ha KapakTepUCTUYHUTE TOYKM Ce:
de =dj ,*P,B, dc =dj ,*P,B, d; =dj , PG =dj PG
Opf B3aemMHOTO NomMecTyBare Ha AuckosuTe 1 n 2 ce gobusa dj ,:

GG'=d, =dj , PG =dj , *P,G, cneaysa:

. PG .
d , ===d
J 2 PZG J 1

10.3 BUPTYEJIHA PABOTA. UAAEAJTITHUA BPCKHU

BuptyenHa pabota e pabotata Ha cuna [obueHa npu BUPTYENHOTO
OBO3MOXXEHO e1leMEHTapHO NOMECTYyBaHe Ha HejanHaTa HanagHa Todka. Ce paboTu
3a enemeHTapHa paboTa, o3HadeHa co dA, u onpegeneHa no aHanoruja Ha
AedvHuymjaTa 3a enemeHTapHa paboTta Ha cuna, O4HOCHO:

da=(F,dr) (10.3.1)

Bo [lekapToBMOT KOOPAMHATEH CUCTEM
paBeHkaTta (10.3.1) moxe ga ce m3pasum BO
cnegHa dopma:

dA = Fx:dx + Fy>dy + Fz>dz (10.3.2)

3a TOYKM Of MaTepujasHMOT CUCTEM
KOW Ce M3M0XEHN Ha BUPTYENTHN OBO3MOXXEHM

y nomectyBawa, BupTyenHata paboTa Ha
CUNUTE KOoW pdejcTByBaaT BP3 CUCTEMOT Ce
Aobuea co cymarta Ha BUPTYenHuTe paboTu Ha
N Cn.10.3.1 noeguHute cunu, (Cn.10.3.1), 0o4HOCHO:
n n r n
8dA =3 (F.af)=8 (Fxod, +Fysd, +F2>d,) (10.3.3)
1 1 1

EdekToT 04 BpCKUTE Ha MaTepujanHuUOT CUCTEM ce MaHudecTupa BpS3
3abp3yBaH-eTO Ha NoeAMHNTE TOYKN O CUCTEMOT, Kako pe3ynTaT o peakummTe Ha
BPCKUTE KOM MOXKaT Aa buaat naeanHu niv peanHu.
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NpeanHu BpcKu ce gemHupaaT cO NomowTa Ha BupTyenHata paboTta Ha
peakunmTe Ha BpPCKUTE. 3a uaeanHa BpCKa Ce YCBOjyBa BpckaTa Kaj Koja €
3a/J0BOJIEH YCIOBOT BUPTYyenHaTa paboTa Ha peakunjaTta Ha BpckaTta npu BUpTYesTHO
OBO3MOXXEHO MOMECTyBar€e Ha HejauHaTa HanagHa TodKa ga e egHakBMoO Ha Hyna,
OAHOCHO:

dA=(F,.df,)=0 (10.3.4)

3a noeasiHn BpPCKU KOU Ce KOpuCTaT BO AMHAMUKATa Ha MaTepMjaﬂHMTe
CUCTeMn MoXXat ga ce HaBeaart cliegHuBe.

KpyTta nno4ya (gMCK) noTnpeH BO ToukaTa A Ha HenoAaBwXXeH 3rnob (Cn.10.3.2).

BupTyenHoTo OBO3MOXXEHO NMOMECTyBare Ha
Toykarta A e dr, =0. CnegyBa geka v BupTyenHara
pa6oTta dA =0, 04HOCHO:

da=(R,,dl,)=R,>dr, xosa, =0 (10.3.5)

dr, =0
d 10

Cn.10.3.2

Kpyta nnoya (AMCK) noTnpeH BO Todykata B Ha
noaBuXHa notnopa (nexuwTte) (Cn.10.2.3).

1
BupTyenHOTO OBO3MOXXEHO NomecTyBame e d Iy

€ OpTOroHasiHo Co peakuujaTa Ha BpckaTa Rg. Cnegyea
| [leKka 1 BupTyenHaTta paboTa Ha peakuujaTa Ha Bpcka

B drg dA=0(Cn.10.3.3
AG7 o M0N0
b1 o dA = (R,,dl, ) = R, »dr, xc0s90° = 0 (10.3.6)
Cn.10.3.3

MoaBuxeH 3rnob Koj noBp3yBa ABe KpyTu nsioun 1 m 2.

Bo arnobotr "G" 3aeMHOTO [AejcTBO 0f
ABaTtagucka, (cnopepg TpeTuoT HbyTHOB 3aKOH ) e
onpegeneHo co ABe CNpPOTUBHU U ef4HaKBU CUMK
1 1

F, =-F, . AKo 3rno6ot G BMPTYesiHO ce NOMecTH,
paboTarta Ha BHATPELUHWUTE CUIK:

dA=(FY.dg)+(FY.dg )= Fy g - Fyodg =0

Cn.10.3.4 (10.3.7)
MaTtepujanHa TO4YKa Koja nfieXxu Ha wupgeasnHa



10.9

XOJIOHOMHa cTauyMoHapHa nospwuHa f(x,y,2) =0

gradf

Reakcijata na vrskata R=F;, e
kolinearna so gradf , virtuelnoto ovozmo ~eno

pomestuvawe dre ortogonalno na R.
Virtuelnata rabota e:

da=(F,.df)=0 (10.3.8)

Cn.10.3.5

Jinsrare Ha Teno No rnaTtka pamHuHa
1

PeakuujaTa Ha Bpckata O4HOCHO Of paMHuHaTa F, e

1
dr  HopmanHa Ha NoMecTyBaHeTO, OAHOCHO Ha OBO3MOXXEHOTO
FL/J_ BUPTYENIHO MoMecTyBawe (MoMecTyBatbe  BO  JajeH
]

MOMEHT), ofHOCHO: F " dr

.

z

dA=(F,.df)=0 (10.3.9)
Cn.10.3.6

Hepacternuseo jaxxe o6BneHo okony makapa C

BupTyenHoTO 0BO3MOXXEHO NOMECTyBaHE Ha TENOTO
A, Ke ce npeHece Ha TenoTo B, ogHocHo dA=dB .

w
C \/ BupTyenHaTa paboTa Ha cunaTa BO jaXeTo:
I — I R
s da=(SY,d,)+(Sy dy)=-SU>d, +S2od, =0 (10.3.10)
s 4" 1
A
dA

Cn.10.3.7

Tpkanarbe Ha Kpy>XeH AUCK 6e3 nuarare no pamHUHa
Bo [onvMpoT Ha AMCKOT M pamHMHaTa ce Haofa
1

d 10 MOMEHTaneH non Ha 6p3uHaTta P (\/P =O). CnepgyBa geka
Fﬁ, dTo=O BUPTYENIHOTO  OBO3MOXEHO  MNOMecTyBahe ol—P =0,

[/ BUPTYESNTHOTO OBO3MOXXEHO 3aBpTyBaHe d to0.
Cn.

& BupTtyenHaTa paboTa:
da=(Rd,)=0 (10.3.11)
10.3.8
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10.4 NIArPAHXOB MNMPUHUUN. AANAMBEP-JIArPAHXOB NMPUHUUN

MaTepujaneH cucteM KOj € W3MOXEeH Ha uheanHu BPCKM BO pJajeHa
nonoxba Ke ocTaHe BO pamHOTeXa (cTaTuyka unm avMHamudka) ako e cymaTa of
enemMeHTapHuTe paboTn Ha cuTe cunm (HanagHu WM HanagHu U UHepuujanHin)
Npy Cekoe OBO3MOXXEHO BUPTYESIHO MOMeCTyBarbe Ha MartepujanieH CUCTEM BO
AafeHarta nosioxkba, egHaksa Ha Hyna, T.e.:

Saa =4 (Fo.d)=0 (10.4.1)
1 1
£ dA :én(lgis,drri)+én(|:r”,drri):0 (10.4.2)
1 1 1

Co paBeHkaTa (10.4.1) e peduHupaH JlarpaHXoBUMOT NPUHUMN KOj ce
KOPUCTM BO cTatukara, v rnacu: 36uMpoT of eneMeHTapHuTe paboTm Ha cute
HanagHu CuUnuM Npv BUPTYENHOTO OBO3MOXEHO MOMECTYyBake Ha MaTepujanHuoT
cMcTeM BO gajfieHaTa nosioxba ga buae egHakoB Ha Hyna.

Co paBeHkaTta (10.4.2) e getpuHnpaH Oanambep - JlarpaH>XOBMOT NPUHLAN.

MovMoBMTE WHepuMjanHu CcuUnu, BUPTYENTHM OBO3MOXXEHW MOMECTYBatba,
naeanHu BPCKN Ha MaTepujaniHATe CUCTEMW FO OBO3MOXKUIIE OCHOPMYBaHETO Ha OBOj
MPUHLMIM, OOHOCHO MPaKTUYEH METOA, 3a pellaBarbe Ha MHOryobpojHM 3adayn BO
AVHaMuKaTa Ha maTtepujaniHATe CUCTEMM.

AKO € CcuUCTeMOT BO CTaTuMyka pamMHOTeXa U WHepuujariHiTe cunm ce
efHakBu Ha Hyna, [danambep-JlarpaH>XoBUOT NpuHUMN ce cBedyBa Ha JlarpaH>XoB
npyvHumn. Co npumeHa Ha JlarpaH>X0BMOT NPUHLMN BO CcTaTMkKarta ce onpegenysaat
paBeHKNTE 3a paMHOTEXa Ha MaTepujasTHATE CUCTEMN.

Bo cnyyaj kora matepujanHuOT CUCTEM € BO [ABWXKeHe, CO MOMoLWTa Ha
fanmbep - JlarpaH>oBuoT NpUHLUMN ce cocTaByBaart ONHAMUYKNTE
AndepeHumjanHm paBeHKU Ha OBUXEHe.

AKO [OBWKeHeTO Ha MartepujanHUoT CcUCTeEM € JeuHMpPaHO npeky
[ekapToBute KoopaHaTu, paBeHkaTta (10.4.2) moXxe pga ce Hanuwe BO cnegHa

doopma:

én [(Fixs - Fijx)jxi +(Fif - Fijy)jyi +(Fizs - Fijz)jzi]zo (10-4-3)
1
kage ce:  F7,FS, F; - npoekumm Ha

HanagHun cunn

Fo,F>,F> - npoekuun Ha

ijx1 " ijyr " ijz

UHepuujariHu cunn un

dx,,dy,,dz, - npoekunn Ha
OBO3MOXEHUTE  BUPTYENHW  MOMEeCcTyBam-a,
OAHOCHO BapuvjauuuM Ha KoopAuHaTuTe Ha
To4yKaTa BO KOja [ejcTByBaa HanagHute u
nHepuunjanHute cunm (Cn.10.4.1)
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[Oanambep - JlarpaH>XOBMOT MpuHUMN € BO rpynata Ha TakaHapeyYeHu
oudoepeHumjanHn - NpUHUMNKM KOWM  Ce  KopucTaT 3a  onpegeniyBakbe  Ha
AndpepeHumjanHuTe paBeHKN Ha ABUXEeH-e Ha MaTepujanieH CUCTEM .

yCﬂOBVlTe 3a paMHOTe)Ka KO ce KOleCTaT BO CTaTukKata MOXXaT WUCTO
Taka face onpeaenar of, CrefHNOT aHaNUTUYKN 1U3pas:
g
3 (F2ax +F2dy, +Fdz )= 0 (10.4.4)
1

JlarpaH>oBMOT MPUHUMUN M KOPUCTU NMOUMOBUTE BUPTYESIHU MOMECTYBaH-a,
Bapvjauum Ha KoopAuHATU U BO NuTepaTtypaTta MoXe Aa Ce CpeTHe MnoJ HacrnosoT
“‘MpuHUun Ha BUPTYenHN noMmecTyBawa“ unun “BapujaymoHeH npuvHUmn®.
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10.5 JAIAMBEPOB MNMPUHLUN

JanambepoBnoT MpuHUMN Mpunafa BO rpynata Ha TakaHapeyeHuTte
oudoepeHumjanHn - NpUHUMNKM  KOWM  HU  OBO3MOXyBaaT  oOdhopmyBame Ha
oudoepeHumjanHUTe paBeHKU Ha [ABWXKEHe Ha MaTtepujanHute cuctemn. Bo
OVHaMuKaTa € HapeYeH KUHeToCTaTM4KuM MeTo[ KOj Ce KOopucTu 3a
onpegenyBare Ha AUHAMUYKUTE peakumm Ha BPCKW. 3aKOHUTE KOu ce
AeduHnpaHn Bo ctaTukata npeky [anam6epoBuoT NPUHLMUMN C€ UCKOPUCTEHU U BO
OnHamukara.

- JlanambepoB npuHUMn 3a cnobogHa maTepujanHa Toyka.

Heka e pageHa cnobogHa maTtepujanHa TOYKa CO Maca mKoja ce OBWXU
I
BO MPOCTOPOT Mof AejcTBo Ha cuna F. TouykaTa pobuBa 3abp3yBarbe a

NponopuUMoOHanHO Ha cunaTta, a obpaTHO mpornopuynoHanHo Ha macata. Cunata F
m A IIZ foE e edhekTMBHaTa cuna Koja BpWM NPOMEHa Ha
o—— -~ a= OBWKEHETO, MO UHTEH3UTET, MnpaBel M Hacoka, a

mMacata wurpa ynora Ha WHEPTHO (CNPOTMBHO)
AejCTBO, O4HOCHO ro HamanyBa WHTEH3UTETOT Ha
Cn.10.5.1 3a6p3yBarbeto (Cn.10.5.1).

[anambep (thpaHuyCkn Hay4HUK KOj XXmBeen n TeBopen BO nepuonoTt 1717-
1783 roa.) BOBES1 NOUM Ha MHepuujanHa cuna, dJI/IKTI/IBHaI cuna Koja AejctByBa Ha

mMaTepujanHa To4Ka Koja ce ABvmXu no gejcteo Hacuna F . (Cn.10.5.2.).

3|

Op Il HbyTHOB 3aKOH mxa = F npouanerysa vHepuvjanHa cuna Iéj ;

] r_
i M 4 FE=F F-ma=0
AAAAAAA — — — — ! I'_ -
(A ® > g F +F} =0, ogHoCHO:
L r
Cn.10.5.2 Fj=-mxa (10.5.1)

Opn paseHkata (10.5.1) ce onpegenysa (puKTMBHaTa cuna Iéj, Koja e
HapeyeHa N nHepuujanHa cuna.

1
WHepunjanHaTa cuna Fj e peakTuBHa cuna Koja 3a BpeMe Ha [ABUXKEHETO

He [ejcTByBa Ha maTtepujanHa To4dka TyKy Bp3 Tenoto "A" Koe ro oBo3MOXyBa
OBWXEHETO Ha MatepujanHaTta Todka (Cn.10.5.2).

1
Co BOBeayBar-€TO Ha NOMMOT 3a (OMKTMBHA cuna Fj, 04HOCHO WHepumjarnHa

cuna Koja e HapedeHa u [anambepoBa cuna, ce ocopmyBa U [Lanam6epoBuoT
npuHUMN 3a cnobogHa MaTepujanHa Touka Koja rnacu:

1 1
EdektnBHata cuna Fe=F un [Janambeposata cuna Fj ja ogp>xysaaT
mMaTepujanHa To4ka BO paMHOTexa OAHOCHO:

F+Fj=0 (10.5.2)

Co paeeHkata (10.5.2) e pedvHupaHa uUKTMBHATa paBeHKa 3a
pamMHOTEXa Ha noABMXXHA MaTepujasiHa To4dkKa, Koja € HapeyeHa paBeHKa Ha
OVHaMM4Ka paMHoTeXXa.
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- Janamb6epoB npuHUMN 3a Hecrio6oaHa MaTepujanHa ToukKa.

Heka e pageHo ABwXeweTo Ha HecnobopgHa wmatepujanHa Toudka. Co
KOpPUCTEHE Ha MPUHLUMNOT Ha ocnoboayBamse,
Toukata e noj AejCTBO Ha aKTuMBHaTa cuna
1 1

F, v peakuujaTta Ha Bpcka F, .Pe3yntaHtara

1
Fr e:
1 1 1 1 .
Fr =F,+F, e edekrtusHarta cuna F, koja
BPWX  MpOMeHa Ha ABWMKEeHeTo, OAHOCHO
Cn.10.5.3 F.=Fg.
[OnHamuykaTta paBeHka Ha ABuXeme, cropenq |l HbyTHOB 3aKOH:
r 1
m>xa = F, nnu:
r 1 1
mxa=F, +F, (10.5.3)

[danambep BoBegyBa noum 3a wu3rybeHa cuna, OAHOCHO (PUKTTUBHA
(3amucneHa) cuna Koja gejctByBa Bp3 mMaTepujanHaTa To4yka, Of4HOCHO:

F, =-Fu

Cnopepg Oanambep, ABUXEHETO Ce BpPLUU NOA AejcTBO Ha epeKTUBHaTa
1 1 1 1
cuna F, =F;,a akTuBHaTa cuna F, ce pa3noxysa Bo edeKTMBHa F, M Taka

e

1
HapeyeHaTa wu3rybeHa cuna Fg KOja 3a BpemMe Ha [ABUXEeHeToO e BO
1

paMHOTeXa Co peakuujaTa Ha BpckaTta F, .

OBaa opmynauvja e HapedeHa npBa WM OCHOBHA popmynaumja Ha
[JanambepoB npuHUMN 3a HecnobogHa maTepujanHa To4Ka.

, i r

[danambep, co BOBeAyBaHeTO Ha T.H. WUHepuujanHa cuna Fj =-m>a, ucto
Taka (oMKTUBHATa cufa, Koja AejcTByBa Ha HecnobogHaTa mMaTtepujasiHa Todka, ja
odopmMmyBa M BTOpaTa npakTuyHa hopmynayvja Ha CBOjOT MPUHLUMIM.

Ofp AvHammykata paBeHKa Ha [BMXKEHe Ha
HecnoboAHa maTepujanHa To4ka:

r 1 r 1 1
mxa = F, OZIHOCHO mxa=F, +F,
npousneryea crieHOTO pPaBeHCTBO:

FA+|5W +(- mé):o,mnm

Cn.10.5.4

Fo+Fy+F =0 (10.5.4)

On paseHkata (10.5.4) npousneryBa BTopata dopmMmynayvja Ha
[danambepos npMHUMN Koja rnacu:
1 1 1
AKTuBHaTta cuna F,, peakuujaTta Ha Bpcka F, u uHepuujanHata cuna F,
ja ogp>XyBaaT BO pamMHOTe)Xa HecnoboaHata noAaBMXXKHaA mMaTepujaryiHa Touyka.
Ce paboTu 3a ycnoBeHa paMHOTEXa HapeyeHa U AMHAMUYKa paMHOoTeXxa Ha
HecnobogHa maTepujanHa Toyka.
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[danambepoBuOT nNpUHUMN MOXe fa ce geduHupa U NpeKy MOMEHTHa
paBeHKa:

Heka paBeHkaTta (10.5.4) ce
7 NMOMHOXW BEKTOPCKN CO BEKTOPOT
1

MomeHTOT o4  akTuBHaTa
cvna, MOMEHTOT Of peakuuwjata Ha
BpCKa 7 MOMEHTOT o4
WHepumjanHata cuna, HecrnobogHata
mMaTepujanHa TouKa ja opjpxxyBaat
BO pamHoTexa. CtaHyBa 360p 3a
X AnHaMmyKaT a pamHOTeXXa m3paseHa

Cn.10.5.5 npeKy MOMEHTWUTE Off CUIUTEe KOou
JejcTByBaaT Bp3 TOo4KaTa BO 04HOC

Ha KoopauHaTHMOT no4veTok O.
- JanambepoB NpuHUUN 3a MaTepujasieH CUCTeMm.

Heka e pgageH maTtepujaneH cuctem of "n" martepujanHum Todku. Cekoja
: L, r
TOuKa CO mMaca m e noj pAejctBo Ha [flanambeposata cuna Fj=-ma, u
1

pesyntaHtata F, onpegeneHa of BEKTOPCKMOT 36Up Ha pesynTaHTa of

1
HaJBOPELIHNTE cunm FS n
pesyntaHTa of BHATPEWHUTEe CUn
1

FY, oaHoCHO:

[anamb6epoBMOT NpUHUMN 32
TOYKa 0f, CUCTEMOT rfacu :

ES 4 EY +|I:,- =0 (i=12...n)

PesyntaHTaTa o4
HaABOpEWHUTE CuUIN  (aKTUBHU 1
peakumMm Ha BPCKU 0Of HaABOPELUHU
Tena), pesynrtaHtara of BHaTpelHuTe
CUNN U WHepumjanHaTa cuna, Toykarta
Ofi CUCTEMOT ja oAp>KyBaaT BO paMHOTEXa.

Cn.10.5.6

[lanamb6epoBMOT MPUHUMMN 32 CUCTEMOT 04 MaTepujariHu TOYKM rnacu:

nor nor nor
aFs+aF'+3F =0 (i=12...n)
1 1 1
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Cn.10.5.7

Cnopeg Janam6epoBuOT NPUHLMN:

§re &1 _
AFS+aF (10.5.7)
1 1

PesynTtaHTata of cuUTe HaABOPELWHU CUMM W pesynTaHTata of cute
NHepUujanHu CUnu, MaTepujanHUOT CUCTEM F0 O4pXXyBaaT BO paMHOTEXa.

OnpepenyBarbe Ha UHepUWjasiIHM CUNIM Ha NOABUXXHA MaTepujanHa To4kKa:
- [lekapToB KOOpAUHATEH CUCTEM

' 2 |':j = ij><iI +ij><i +sz><ll<

Fj r r
‘—_____~m é_ FJ:-ma

.\>l'= d2x

Fix=-ma, =-m—

dt

. __d?%y

o V ij—-may—-molt2

: d’z

Fjlz=-ma, =-m—-

Cn.10.5.8 dt

v 1

- MNpupogeH koopanHaTeH cuctem M 'I" N,B

Fj—-

H Fhﬂ+HNW

Fj = - ma :-md_V:- d_ZS

T T dt dt?
d?y

Fjy =-ma, =-m

JN N dtz

Cn.10.5.9

kage e: Fj, -ueHTpudyranHa cuna.
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OnpepgenyBarwe Ha UHepuMjasIHUTE CUIM BO AUHAMMKA Ha KpPYyTO Teno:

-TpaHcnaTopHO ABWXXeHe Ha KPYyTO Teslo
r ]
ma. =
rr
. Fr+Fj=0
Fj r r
Fj =-ma.
Fi = Fjxx +Fjyxj + Fjzxk
d*X.
dt?
O 2
/ . d-y,
Fjy =-m—=°
1y at2
d’z.
dt?
- PoTaumja Ha KpyTO Teno okony HenoasuxHa ocka 0z
d?
dt?

R

Fix=-m

Cn.10.5.10 Fiz=-m

z Jz =Mz

d?
dt?
Mz+Mj =0
2.

d’j

t2

Mz- Jz =0

Mj =-Jz =-Jz>

kage e Mj uHepumjaneH MOMEHT, U e e[HaKOB Ha
Npoun3BOA4OT Of, MatepujanHAOT MOMEHT Ha WHepuuja
BO OJHOC Ha poTauyuoHata ocka Jz W arnoBoTO

Cn.10.5.11 3abp3yBarbe €.

- KomnnaHo gBuXewe Ha KpyToO Teno
NHepumjanHu cunun oA TpaHcnaToOpHO

y OBUXEeHe.
Fj r 2
~—— o _ | TTrlaC—rFR FjX:-md );C
: Fo  Fp+Fj=0 d
r r P d Ye
Fj =-ma. Fy=-m-—5
Oe X WHepunjaneH MOMeHT of poTauunja okKony
ockaTta Cz.
Cn.10.5.12 Jze = Mcz
Mcz+ Mj =0
2
Mj =- chd L= ez

dt?



GLAVA 11

OSNOVNI ZAKON1T VO
D INAMIKA NA
MATERITJALNI SISTEMI
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11.1 ZAKON ZA PROMENA NA KOL I"ESTVO NA DVI1 @EWE NA
MATERIJALEN SISTEM

Neka e daden materijalen sistem od n matelrijalni to~ki koi se
dvi ~at pod dejstvo na sistem od nadvore{ni sili F°(@i=12..,n). Izbrana

1
to~ka M; e pod dejstvo na rezultanta od nadvore{ni sili F° i rezultanta

od vnatre{ni sili Ilziu dobieno kako rezultat od zaemno dejstvo na to~Kite
od sistemot (S1.11.1.1).

Dinami~kata ravenka na to~kata M; so
masa m se dobiva spored vtoriot
Wutnov zakon:

ma =FS+F'...(i=12...n)  (11.1.1)

Ravenkata (11.1.1) mo e da se zapi{e vo
Forma:

r rs ru _
X SI.11.11 a(mVi): F°+F".>(1=12..,n)
(11.1.2)

1
Proizvodot mV, go opredeluva koli~estvoto na dvi ~ewe na to~kata
Mi odnosno :

K =my,

Za sistem od n materijalni to~ki mo e da se oFormi slednata
op{ta ravenka:

2o

J r g r. @
a—K)=aFk+aq F" (11.1.3)
1 1 1

Zbirot od vnatre{nite sili sekoga{ e ednakov na nula, kako
rezultat od zaemnoto dejstvo na materijalnite to~ki t.e.
aF'=o.
1
Zbirot od izvodite na poedine~nite koli~estva na dvi ewe na

materijalni to~ki mo e da se izrazi kako izvod po vremeto na zbirot na

n r n r
kol i~estvoto na dvi ~eweto na sistemot, odnosno %(é K.) :%(é mV,).
1

1

Ako zbirnata dinami~ka karakteristika, kol i~estvoto na dvi ~ewe

n F 1
na materijalniot sistem, § K, se ozna~i so K, a zbirnata karakteristika

1
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nor 1
nadvore{nite sili é F° rezultanta R° so koja se definira i glavniot
1

vektor na nadvore{nite sili, ravenkata (11.1.3) se dobiva vo forma

K _ R (11.1.4)
dt

So ravenkata (11.1.4) e opredelen zakonot za koli~estvo na
dvi "ewe na materijalen sistem, koj glasi: lzvodot po vremeto na
koli~estvoto na dvi ewe na materijalniot sistem e ednakov na
rezultantata na nadvore{nite sili. So ovoj zakon mo " e da se opredeli
op{tata ravenka na dvi ~ewe na materijalniot sistem. Vnatre{nite sili
ne vlijaat na op{toto dvi ewe na sistemot. Nivnoto vlijanie e
karakteristi~no pri dvi eweto na poedinite tlo~ki na materijalniot

sistem. Ako e rezultantata na nadvore{nite sili R°=0 sleduva ravenkata:

K =const
(11.1.5)

So ravenkata (11.1.5) se deFfinira zakonot za odr uvawe na
koli~estvoto na dvi ~ewe na materijalen sistem.

Ravenkata (11.1.4) so koja e 1izrazen zakonot za koli~estvo na
dvi "ewe na materijalen sistem vo vektorska ¥orma, mo e da se
proektira vo trite ortogonalni pravci vo dekartoviot koordinaten
sistem:

dK, _ R dK, _ R dK
at " dt "t

Toa se tri analiti~ki dinami~ki ravenki na op{toto dvi ewe na
materijalniot sistem oFormen preku zakonot za koli~estvo na dvi ~ewe.
1zvodot na proekcijata na koli~estvoto na dvi ~eweto na materijalniot
sistem vo odnos na izbrana nepodvi “na oska e ednakov na proekcijata na
rezultantata na nadvore{nite sil1 vo odnos na istata oska.

Z:RZS-

Koli~estvoto na dvi eweto na materijalniot sistem e vektor koj
dejstvuva vo karakteristi~nata to~ka na sistemot centarot (sredi{te) na
masite na karakteristi~nite to~ki na sistemot (SI. 11.1.2).

Od ravenkata za centarot na masite na materijalnite to~ki na
g I
r amn
sistemot r =% se dobiva ravenkata:
]
am
1

amf=8amil (11.1.6)

So izvodot po vremeto na ravenkata (11.1.6) se dobiva:
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dm%=gm
, dt T dt
odnosno:
n r n r
amy,=amv
rg r g r r
Sleduva deka : K=amV, =a mV. =K,
1 1

(11.1.7)

Od ravenkata (11.1.7) mo e da se konstatira deka koli~estvoto na

dvi “ewe na materijalniot sistem e ednakov na proizvodot od masata na

sistemot i1 vektorot na brzinata na centarot na masata na materijalniot

sistem 1 Ima pravec i1 nasoka na vektorot na brzinata na centarot na
masata (SI. 11.1.2).

m o\ Koli~estvoto na dvi ewe na
* * r materijalniot sistem mo e da se
C k=R opredelt na dva na~ina, kako
vektorski zbir od koli~estvoto na
dvi "eweto na to~kite od sistemot
il I My kako vektor opredelen od proizvodot
na y masata na sistemot koja se zamisluva
deka e koncentrirana vo nejziniot
SI.11.1.2 centar 1 vektorot na brzinata na

centarot na masata.

X

So izvodot na koli~estvoto na dvi ~eweto na materijalniot sistem
po vremeto se dobiva ravenkata:

B g m Mg mh =R (11.1.8)

Sleduva deka rezultantata od nadvore{nite sili dejstvuva vo
centarot na masite na materijalnite to~ki od sistemot.

Od ravenkata (11.1.8) proizleguva nova Forma na zakonot za
koli~estvo na dvi ~ewe na materijalna to~ka i toa:

dK = R°dt = dJ° (11.1.9)

So ravenkata (11.1.9) se definira zakonot za promena na
koli~estvoto na dvi ewe vo diferencijalna F¥orma koj glasi:
Elementarnata promena na koli~estvoto na dvi “ewe na sistemot e
ednakov na elementarniot impuls na rezultantata na nadvore{nite
sili.

Vo integralna forma po izvr{ena integracija po vremeto ako e
dvi ~“eweto vo kone~en interval od t; do t; se dobiva:

ror &ur brooor
K- Kp=Rdt=l®>=J° (11.1.10)
to

to
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So ravenkata (11.1.10) e deFfiniran zakonot za promena ha
koli~estvoto na dvi eweto na materijalen sistem spored koj promenata
na koli~estvoto na dvi ~eweto e ednakov na impulsot na rezultantata od
nadvore{nite sili.

Impulsot na sistemot od nadvore{ni sili koi dejstvuvaat na
materijalniot sistem mo e da se opredeli od zbirot na poedini~nite
impulsi odnosno:

rorour
J-J5=Fdt (11.1.12)

fo

Na vektorskata ravenka (11.1.10) odgovaraat slednive skalarni
ravenki:

K, - Ko, = Rt = & ot
fo

ltO

K,, - Ko, = (Rt =Q (Fdt (11.1.12)

110

t n t
K, - Ko, = (Rt =3 ¢fFsdt

110

Promenata na proekcijata na koli~estvoto na dvi ewe na
materijalniot sistem vo odnos na bilo koja nepodvi ~na oska e ednakva na
proekcijata na impulsot na rezultantata na nadvore{nite sili vo odnos
na istata oska.

11.2 ZAKON ZA PROMENA NA KINETI™K10T MOMENT NA MATRIJALEN
SISTEM

Neka e daden materij?len sistem od n materijalni to~ki vo Kkoj
dejstuvaat nadvore{ni sili F°(i =12,..,n) (SI. 11.2.1).

z F°_.
co e\ M,
{Ozé ll:)\ |Oi Ki .
: To~kata n so masa m e pod dejstvo na
rezultanta od nadvore{nite sili 1
dh, _ e o ! ol vnatre{nite sili. Diferencijalnata
gt T— N/ ¢ ravenka na to~kata M; e:
y
r ! :
X ma =F°+F"...(i=12...,n) (11.2.1)
SI.11.2.1

~ = - Vv
Neka ravenkata se pomno ~ 1 vektorski so r :

V.mal=[ e+ F]i =12 (11.2.2)



11.5

1zrazot:
(11.2.3)
Dokaz:
So zamena na izrazot (11.2.3) vo ravenkata (11.2.2) se dobiva:
S mv]=l ALl (11.2.4)
Za sistem od n- materijalni to~Ki:
& Slimv]=4 1 F Al F] (11.25)

Ako zbirnite karakteristika na ravenkata (11.2.5) se analiziraat se
dobiva:

ddfiv 1 ddgfv F1 dgvr] dgr r
T LR V =— i V:_ '1K> - — |: 11.2.6
al.dt[r.m.] dtal[f.m.] dtalr' ] dta;“' L ( )

So Lozé_lOi se definira kineti~kiot moment na materijalniot

sistem, odnosno momentot na koli~estvoto na dvi “ewe na materijalniot
sistem vo odnos na polot O.
p r g T r
AV F]=4 M =m; (11.2.7)
1 1
r g I - _ - -
M:=a M, go deFinira momentot na sistemot od nadvore{ni sili vo

1

odnos na polot O (SI. 11.2.1). So zamena na dinami~kite karakteristiki na
sistemot kineti~kiot moment so L, 1 karakteristikata na nadvore{nite

sili, momentot na nadvore{nite sili vo odnos na polot, so M: vo
ravenkata (5) se dobiva:

' r
A (11.2.8)
dt

S
(o}

di, _f
d_to =L _eizvod po vremeto na kineti~kiot moment na sistemot

r
M: -e zbiren moment od nadvore{nite sili, nare~en glaven moment na
sistemot od nadvore{nite sili

Ravenkata (11.2.8) go deFinira zakonot za kineti~niot moment na
materijalen sistem koj glasi: lzvodot po vremeto na kineti~niot

moment vo odnos na polot O e ednakov na glavniot moment na
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nadvore{nite sili vo odnos na istiot pol. Op{tata promena na
kineti~kiot moment na sistemot ne zavisi od vhatre{nite sili na istiot.

Zakonot za kineti~niot moment mo e da se izrazi vo analiti~ka
odnosno skalarna forma :

Ay, _ s dloy _ s db,, _ s (11.2.9)
dt dt o dt i

Od ravenkite (11.2.9) proizleguva zakonot za kineti~kiot moment
na sistemot vo odnos na nepodvi na oska : l1zvodot po vremeto na
kineti~kiot moment na sistemot vo odnos na nepodvi na oska e
ednakov na glavniot moment od nadvore{nite sili vo odnos na istata
nepodvi ~na oska.

Vo slu~aj koga I\'/Ij:O, ravenkata (11.2.8) se dobiva vo Forma:

L, = const (11.2.10)

Ravenkata (11.2.10) go definira zakonot za odr uvawe na
kineti~kiot moment na sistemot vo odnos na to~ka.

Od ravenkata (11.2.10) proizleguva i zakonot za odr uvawe nha
kineti~kiot moment na sistemot vo odnos na nepodvi ~na oska.
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11.3 ZAKON ZA PROMENA NA KINET I™"KATA ENERGI1JA NA
MATERIJALEN SISTEM

Neka e daden sistem od n materijalni to~ki koj se dvi " i vo prostorot.
(S1.11.3.1). Sekoja to~ka od sistemot e pod dejstvlo na rezultatnta od

nadvore{ni i rezultanta od vnatre{ni sili, odnosno F* i F".

Spored vtoriot Wutnov zakon,
dinami~kite ravenki na dvi ~ewe se:

mxq =F*+F'zai=12....n  (11.3.1)

Vo daden moment sekoja to~ka od silstemot
dobiva elementrano pomestuvawe dr,.

Ako ravenka (11.3.1) se pomno i

I H -
X S1.11.3.1 skalarno so dr;, se dobiva:

(m . dh)=(Fe.df )+ (Fo.df ) (11.3.2)

_ NN ¢
So |zrazot(FiS,dri):dA5e opredelena elementarnata rabota na

. - ] PN ¢
rezultantata od nadvore{nite sili, a so izrazot (Fi“,dri ) = dA’,
elementarnata rabota na rezultatntata od vnatre{nite sili.

Identitetot od levata strana (m >é1. ,dﬁ) mo ~ e da se transformira vo sledna
Forma:

' r
S i (0] r r
cm AV of 2= & sav, D02 m v av, = dg W V0 or (11.3.3)
dt g € t g 2 9
zali=12,

Kade e dT,- elementarna kineti~ka energija na to~ka od sistemot.

So zamena na deFfiniranite izrazi, ravenkata (11.3.2) se dobiva
slednoto:

dT, = dA® +dA" (11.3.4)

Za site to~ki od sistemot se dobiva zbirnata ravenka,

2 dT =& dA° + 5 aA’ (11.3.5)
1 1 1
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So ravenka (11.3.5) e deFiniran zakonot za promena na kineti~kata energija
vo diFferencijalna Forma koj glasi:

Promenata na Kkineti~kata energija na sistemot vo slu~aj na
elementarni pomestuvawa na poedinite to~ki od sistemot, odnosno
diFferencijalot na vkupnata kineti~ka energija e ednakov na zbirot od
elementarnite raboti na nadvore{ni i1 vnatre{ni sili za istite
elementarni pomestuvawa na soodvetnite to~ki na sistemot.

Vo slu~aj koga rastojanieto pome|u dve to~ki od sistemot e promenlivo
za vreme na dvi eweto rabotata od vnatre{nite sili e razli~na od nula,
{to zna~i deka vrz promenata na kineti~kata energija na sistemot }e vlijae
I rabotata na vnatre{nite sili. Neka to~kite "k" i "i" se pribli ~at edna kon
druga. Rabotata na vnatre{nite sili iznesuva:

lge = dr ok
’ dA” = (Fe.dr )+ (R df, )= Fydr, + Fydr,
|./I./' 'I:nf a Dvete sili I':ik 1 IIZki 1zvr{uvaat pozitivna
.. =dr, FER elementarna rgbojcg, bidej}i dvete to~ki od
sistemot se pribli “eni. (SI.11.3.2).
SI1.11.3.2

Vo slu~aj na kone~no pomestuvawe na materijalniot sistem, zakonot za
promena na kineti~kata energija se dobiva vo sledna integralna forma:

n n n M
aT.-aTo=a g+
1 1 1

Mio

Mi

A (11.3.6)

Mio

(5N QJO:

Spored ravenka (11.3.6) mo e da se zaklu~i deka promenata na
kineti~kata energija na sistemot pri kone~nite pomestuvawa na
poedinite to~ki od sistemot e ednakva na zbirot od rabotata na
nadvore{nite 1 vnatre{nite sili kol dejstvuvaat na sistemot.

Vo slu~aj na idealni vrski, koga rastojanieto pome|u bilo koi to~ki od
sistemot e postojano, 1 ne se menuva so tekot na dvi “eweto n rabotata od
n Mi
vnatre{nite sili e ednakva nanula § A" =0.

1 Mio

Nadvore{nite i1 vnatre{nite sili koi dejstvuvaat na materijalniot

sistem mo " at da bidat konzervativni, odnosno Ipotencijalni da zavisat od
N - N . [\ - y-
polo~bata na sistemot, odnosno, F =F ([ ...l ... r.) ili vo skalarna

Forma:

FX; :in(xl,yl,zl ....... Xy Vis Zieennn xn,yn,zn)
Fy, = FY (X, Vis Ziooon Xy Yy Zy oo X Y Z1) (11.3.7)
Fz, = in(xl,yl,z1 ....... Xy YirZienonn xn,yn,zn)
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Sistem pod dejstvo na potencijalni sili sodr i skalarna Funkcija na
siliteU =U(X, Y, Z e X, Vs Z oo X..Y..Z,),0dnosno potencijalna energija P

Vo ovoj slu~aj potencijalnite sili se deFfiniraat vo zavisnost od
potencijalnata energija, odnosno

FX1:-—, Fyl:__1 lez_— (11.3.8)

Elementarnata rabota na sistemot koj e pod dejstvo na potencijalni
sili se dobiva vo forma:

?ﬁolxi + 2y P 4 0= P (11.3.9)

S n . 8
al A af ﬂxi ﬂyi ﬂzi a

Totalniot diFferencijal na potencijalot so sprotiven znak e ednakov
na elementarnata rabota na sistemot.

Zakonot za promena nha Kkineti~kata energija na sistemot vo
diFerencijalna Formae:

adT,- §dT,=-dP (11.3.10)
1 1

odnosno elementarniot prirast ili elementarnata promena na kineti~kata
energija e ednakva na elementaren potencijal so sprotiven znak.

Vo integralna forma, pri kone~no pomestuvawe na sistemot, se
dobiva:

o

aT.,-aT,=-¢P=P,-P, (11.3.11)
1 1 Po

il
aT,+P, =4 T,+P, =const. (11.3.12)
1 1

Izrazot (11.2.12) go deFfinira zakonot za odr uvawe na totalnata
mehani~ka energija na konzervativni odnosno potencijalni sistemi, koj
glasi:

Totalnata mehani~ka (kineti~ka 1 potencijalna) energija na
integralniot sistem za vreme na dvi ~eweto ostanuva konstantna.

Potencijalot na sitemot mo e da se opredeli kako zbir od
potencijalot na nadvore{nite i vnatre{nite sili, odnosno:
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P=Ps+P" (11.3.13)

n n
Ako sistemot e vo miruvawe é"l'il:é‘TiO:O, odnosno kineti~kata
1 1

energija e ednakva na nulla, zakonot za odr “uvawe na totalnata mehani~ka
energija se dobiva vo Forma:
P, =P =const. (11.3.14)

So (11.3.14) e deFiniran zakonot za odr ~uvawe na potencijalot. So zamena
na (11.3.13) vo (11.3.14) se dobiva:

P, +P, =P°+P" =congt

P,S-P*=P"- P " =const (11.3.15)

Razlikata od potencijalnata energija na nadvore{nite sili vo po~etna i
krajna (deformirana) polo ba ja opredeluva rabota od nadvore{nite sili

nare~ena deformaciona rabota A®, odnosno:
A>=P>-P*® (11.3.16)

Razlikata od potencijalot na vnatre{nite sili vo deformirana polo ba i
po~etna opredeluva rabota od vnatre{nite sili A", odnosno:

AV =pY.pY (11.3.17)

So zamena na (11.3.16) 1 (11.3.17) vo (11.3.15), zakonot za odr ~uvawe na
potencijalot se dobiva vo Forma:

AS = AV (11.3.18)

AS+(- AY)=0 (11.3.19)

A" e rabota na vnatre{nite sili (elasti~ni sili) koi sistemot go vra}aat
vo prvobitna (nedeformirana) polo ~ba.

Zakonot za odr “uvawe na porencijalnata energija na sistemot se
primenuva vo statikata, odnosno vo jakosta na materijalite i vo teorijata na
konstrukciite pri re{avawe na mnogubrojni zada~1.



